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0.1. INTRODUCCION

El matematico Frances Pierre de Fermat!, mantuvo intrigados durante mas de tres
siglos a los matematicos de todo el mundo a raiz de una nota que dejé en el margen
de su copia de la arithmetica de Diofanto?, un clasico de la matematica griega. En ella,
Fermat afirmaba que la ecuacién X" +Y™ = Z™ no tenia soluciones en nimeros enteros
X,Y, Z diferentes a cero, salvo para n igual a 1,2. "He encontrado una demostracion

maravillosa para este problema, pero el margen es muy pequena para escribirla", anoto.

Todo esto ocurrié a mitades del siglo XVII. Tiempo después, muchos matematicos
se pusieron en la tarea de probar esta afirmacién que resistié a ser probada por mas de
tres siglos. Esto en realidad es algo asombroso, dado que el enunciado es muy sencillo de
entender, hasta para una persona que no este en el ambiente de las matemaéticas, para
mi lo que hizo interesante el problema fue, precisamente esto: que algo tan sencillo fuera
un reto para muchos de los hombres mas brillantes.

Bueno la pregunta que se debe plantear es la siguiente: ;un problema como este
aporta algtn conocimiento matematico?, no sélo la satisfaccién de resolver un problema
dificil, este es el punto mas interesante del problema, la riqueza de las teorias dejadas
por los hombres que se enfrentaron a este problema, entre ellos Kummer?, quien pensé
abstraer las propiedades fundamentales de Z y crear extensiones de Z mismo donde
se cumplan la mayoria de ellas, para asi poder tratar de encontrar soluciones a esta
ecuacion, en este punto Dedekind? jugé un papel muy especial ya que el desarrollé una
teorfa completa sobre el comportamiento de estas extensiones. Estas extensiones son las
que llamaremos anillos de Dedekind, donde fundamentalmente se cumplen propiedades
de factorizacién tnica similares ‘no iguales” a las de Z.

Para el siglo XVIII se conocifa que para n = 3 y n = 4 la afirmacién era cierta,

'Pierre de Fermat (1601-1675), Frances

*Diofanto de Alejandria Siglo 2 A.C

3Ernst Eduard Kummer (1810-1893), Aleman

4Julius Wilhem Richard Dedekind (1831-1916), Aleman
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esto gracias a Euler® y el método del descenso infinito de Fermat. Fermat comenzo
suponiendo una solucién hipotética en el caso n = 4, examinando las propiedades de esta
solucién Fermat demostré que existirfa otra solucién mas pequenia. Luego, examinando
esta nueva solucién, Fermat podia demostrar que tendria que haber otra solucién ain
mas pequena que la anterior, y asi sucesivamente, por tanto Fermat logré encontrar una
cadena descendiente de enteros positivos lo que es imposible. Esta contradicciéon mues-
tra que la suposicion inicial de solucion era falsa. Resueltos los casos 3,4, se puede ver
mediante un razonamiento sencillo es facil ver que es suficiente probarlo para los primos

mayores o iguales a cinco.

La Prueba del caso 3 elaborada por Fuler, introducia en el problema extensiones
de Z y numeros complejos, por esto estudiaré los amillos Z [(p] extensiones de Z que
son Dedekind, estas extensiones de los enteros no necesariamente cumplen factorizacion
inica en irreducibles "DFU”, sin embargo muchos matemaéticos lo supusieron, entre ellos
el mas famoso Lamé®, quien paso una prueba errénea del teorema de Fermat asumiendo
"DFU” lo cual no era cierto. El primer contra-ejemplo fue encontrado por Kummer para
p = 23 (ver |9] Capitulo 1), asi Kummer desarroll6 su teoria de las clases de grupos sobre
dominios de Dedekind, definidos por una relaciéon de equivalencia sobre los ideales del
anillo y una operaciéon con la cual obtenia un grupo. Es muy llamativo el hecho de que
para anillos de Dedekind el orden del grupo es finito; que es el gran teorema de Kummer.
Ahora, la aplicacion de esto es importante para UTF “Ultimo Teorema de Fermat” | ya
que si denotamos por H,, el orden del grupo sobre Z [(p] si p no divide a Hy, se cumple
UTF. A esta clase de nimeros se les conoce como primos regulares, sin embargo existe
un inconveniente y es que se conoce que hay infinitos primos no regulares, por ejemplo

37,59,67 estos sblo en los primeros cien nimeros.

Este documento esta elaborado con el fin de mostrar en un contexto historico como

con las ideas desarrolladas por Euler y la teoria desarrollada por Kummer, se puede

Leonard Euler (1701-1783), Suizo
5Gabriel Lamé (1795-1890), Frances
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abrir un camino totalmente algebraico para llegar a la demostracién de UTF para primos
regulares.

En el capitulo uno, se dan pruebas algunas de las preguntas que Fermat dejo sin resolver.
Esto, con el fin de ilustrar al lector como se tratard el UTF en los capitulos finales.

En los capitulos dos y tres se elabora con todo el detalle (esperando complementar los
textos actuales), toda la maquinaria necesaria en pruebas posteriores. En los capitulos
finales es presentada una clasificacion muy detallada del anillo Z[(,], aclarando cualquier
duda que el lector haya podido encontrar en otros textos. Todo esto para al final mostrar
pruebas de UTF en el caso regular.

Finalmente se introducen los numeros de Bernoulli, para con estos dar una herramienta

sencilla de verificacién de cuando un primo es regular o no.
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Problemas de Fermat

Mirando en el pasado podemos ver que el UTF no fue el Ginico problema que hizo
celebre a Fermat, su fama se vio verdaderamente confirmada gracias a una serie de retos
matematicos. Por ejemplo, Fermat observo que el niimero 26 se halla entre los niimeros
25 y 27, uno de los cuales es un cuadrado y el otro un cubo. Buscé otros niimeros
en medio de un cuadrado y un cubo pero no hallé ninguno, y sospecho que 26 era el
unico. Esta propiedad de 26 se puede expresar facilmente como 25+2=27 es la tnica
solucion en nameros enteros de 2 + 2 = 3, aflos después esta ecuacion se le conoceria
con el nombre de ecuacién de Bachet. Al parecer como en UTF Fermat no dié prueba
alguna de haber encontrado una demostracién a su afirmacion de 26, sin embargo Fermat
comunicé esta propiedad tnica del ntimero 26 a la comunidad matemética y luego los
retd a demostrar que era cierta. Abiertamente Fermat afirmé que él mismo tenia una
demostracion; la pregunta era, sin embargo, ;jtenian otros el ingenio para encontrarla
también? A pesar de la simplicidad del enunciado, parecia ser que la demostracion era
bastante complicada, y Fermat se deleit6 especialmente desafiando al matematico inglés
Wallis, quien finalmente tuvo que declararse derrotado, no solo con este problema si no
ademés, con uno muy similar también propuesto por Fermat; 6 esta dos adelante de
4 y dos atras de 8, un cuadrado y un cubo, al igual que 6, 123 también cumple esta
propiedad segin Fermat 6 y 123 son los tinicos con esta propiedad.

En este capitulo se elaboran pruebas a los retos que Fermat propuso a Wallis, muy
seguramente el estilo de estas pruebas no serfa el utilizado por Fermat, si él en verdad
resolvid estos problemas. Si no mas bien algo al estilo de Euler quién introdujo los

complejos con el caso n = 3 de UTF.
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1.1. La Ecuaciéon z2+ 2 = y3

Nétese que x2 +2 = (z — /—=2)(z + v/—2), asi pues lo mas légico para estudiar
esta ecuacion seria considerar el anillo Z [M] = {a +by/—2:a,bc Z}. Lo primero
es verificar si es dominio Euclidiano. Sea = a + by/—2 un elemento de nuestro anillo y
definimos la valuacion N(«a) = aa € Z , claramente N es multiplicativa, ahora veamos
que N es una valuacién euclidiana. Sean o = a-+bv/—2, v = c+d+v/—2, v no cero, a, b, ¢, d
enteros. Sea % = r + sy/—2 y encuéntrense dos enteros m y n tales que |r —m| < % y
|s —n| < % Es claro que siempre se les puede encontrar tomando parte entera de r o
r+1. Sea 3 = m+mn+/—2 y considérese N(%—B) =(r—-m)?+2(s—n)? < F+3=2<1,
de aqui y por N ser multiplicativa se pude concluir que N(a—~3) < N(v), por lo tanto
N es una valuacion euclidiana. Con un poco de congruencias bésicas se puede ver que si
(z,3) son solucién a nuestra ecuacion los dos deben ser impares!, por otro lado si N(\)
es primo entonces \ es irreducible, asi que v/—2 es irreducible en Z [\/——2], y dado que
este es un D.I.P, <\/TQ> es maximal. Lo siguiente a probar es que si (z,y) es soluciéon
entonces (z —+/—2) y (z++/—2) son coprimos, para ver esto sea 7 un divisor irreducible
de ambos, entonces 7 dividide a 2v/—2 = —(v/—2)3 como 7 es irreducible que equivale
a primo en D.F.U entonces m|v/—2 con lo que obtendriamos (v/—2) C (m) y entonces 7
v v/—2 son asociados, por tanto N (7)=N(yv/—2)2. Puesto que 7|y® tomando normas se
obtendria 2|y lo que es una contradiccion, asi que (z —+/—2) y (z ++/—2) son coprimos
y como estamos en un D.F.U y estan igualados a un cubo cada uno debe ser un cubo,
asi que existen enteros p,q tales que (z +v/—2) = (p + ¢v/—2)3. Resolviendo este cubo,
(p+av=2)> = (0* + 2p0v=2 = 2¢°) (p + qv'=2) = (V* + 2p¢°V =2 — 2pg® + qp* V=2 -
Apg® —2¢°) = p* —2pg® —4pg® + (2p*q +p*q —2¢°)V=2 = p(p* — 64°) +q(3p* — 2¢°)V/~2

que igualando las correspondientes partes da:

z = p(p* — 6¢%) (1.1)

1=q(3p* — 2¢°) (1.2)

'tome congruencias modulo dos y después modulo cuatro
%si a es unidad N(a) =1
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De (1.2), g es 1 0 —1, pero si fuera —1 p no seria entero, asi que ¢ = 1 de donde p
es 1 o —1, y asi « toma los valores 5 o —5. Reemplazando en la ecuacién original vemos

que solo existen las soluciones (5,3) y (=5, 3).

1.2. La Ecuaciéon z2+4 = y3

Se puede probar que Z [\/jl} es un dominio euclidiano siguiendo un procedimiento
similar al utilizado con Z [\/——2]

Supongamos que z,y son soluciones enteras de x? +4 = 3, por el pequeno teorema
de Fermat, tenemos que = = y(mod 2).

Caso 1: z,y impares.
22 44 = y3, muestra que x, y deben ser primos relativos, es decir (x,y) = 1. Notese que

en Zl[i] el lado izquierdo de la ecuacion se pude factorizar como (z + 2i)(x — 21).
Afirmacioén 1.2.1. z + 2i, x — 2i son primos relativos.

Demostracion. Sea 7 irreducible que divide a los dos entonces 7|4i. Como 47 = (1 —
i)*(—i) y 7 es irreducible 7|(1 —14) entonces (1 —i) C () y como 1—i es primo® entonces
(1 — 1) es maximal; por lo tanto (1 — i) = (7). Asi que 1 — i|z + 2i y entonces 1 — i|x.
Tomando normas, 2|22, lo cual contradice la paridad de z. Por tanto x + 2i y x — 2i
son primos relativos. Como Z[i] es DFU y su producto es un cubo cada uno es un cubo,
pues toda unidad es un cubo en Z[i] (i = (—i)3, —i = (i)3, =1 = (=1)3, 1 = (1)3), asi

que existen a,b € Z tales que (z + 2i) = (a + ib)>. Desarrollando el cubo:

z = a(a® — b?) — 2ab? (1.3)

2 = b(3a” — b?) (1.4)

En (1.4) hay solo cuatro posibilidades para b que son {2,—-2,1,—1}.

i) Si b =2, 3a® = 5, contradiccion.

SN(1—1d) =2
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i) Sib=-2a={1,-1}.

i) Sib=1,a={1,—1}

iv) Si b= —1, 3a® = —1, contradiccion.

Asi los tinicos casos posibles son (ii), (iii).

Reemplazando en (1.3) lo obtenido en el caso (ii), z = 11, y reemplazando en (1.3) lo
obtenido en el caso (iii) = *2, lo cual contradice la paridad.

Se sigue que las tnicas soluciones para esta caso son:(11,5), (—11,5). {

Caso 2: z,y pares.

Entonces x = 2z¢ y = 2yo para algunos enteros xg, yo tales que :c%—k 1= ZyS’. Claramente
Tg es impar , v yo también, de lo contrario —1 seria un cuadrado modulo 4. Entonces
zo = 2k + 1 para algtin entero k, como (o + i)(zo — i) = 2y se tiene que (2k + 1 +
i)(2k+1—14) = 2y3, entonces (1—4)(1+14)((1—4)k+1)((1+i)k+1) = 2y3, cancelando el
2 (1—9)k+1)((14+1i)k+1) = y3. Haciendo a = ((1—i)k+1) B = ((1+1i)k+1) se tiene
que B +ia =1—1, como (1 — ) es maximal entonces (o, 3) = (1) o {(«, 5) = (1 —1). Si
(o, B) = (1 —1i), 1 —i|y3. Tomando normas 2|y$ entonces 2|y contradiccion. (o, 3) = (1)
implica que cada uno es un cubo, asi que existen (a, b) € Z tales que (1—i)k+1 = (a+ib)>

y k+1— ki = (a+ ib)? Igualando parte real e imaginaria:

k+1=a(a® - 3b%) (1.5)

k = b(3a* — b?) (1.6)
Restando las ecuaciones,

a® — 3ab® — 3ba® + b° = 1
a® + b3 — 3ab(a +b) = 1
(a+Db)(a® — ab + b* — 3ab) = 1
(a+b)[(a+b)? — 6ab] = 1
Dado que a, b son enteros a +b = 1 en cuyo caso (a +b)? =1

i) Si(a+b)=1,1—6ab=1 entonces ab=10

ii) Si (a+b) = —1, 6ab—1 =1 entonces 6ab = 2, contradiccion.
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asi lo tinico que nos queda es ab =0, a = b = 0 es imposible ya que a + b = 1.

Si b =0 por (1.6) k = 0, reemplazando en (1.5), a®> = 1 entonces a = 1.

Si a = 0 por (1.5) k = —1, reemplazando en (1.6), —b%> = —1 entonces b = 1. Asi los
nicos valores posibles para k son —1,0, de donde g = *1 y 2 = £2, reemplazando en
la ecuacion original 4 +4 = 3 y y = 2. Asi en general las tinicas soluciones en enteros

de 22 +4 = son (*11,5),(+2,2).

1.3. Fermat y el Descenso

Ahora pensando en el UTF, aunque Fermat no prob6 su afirmacién, si abrio un
camino con su prueba para la ecuacién z* + y* = 2%, dando a conocer su método del
descenso infinito. Este método consiste en suponer una solucién ligada a un natural y
mostrar que si esta existe existirfa otra en la cual el natural seria menor, esto implicaria

una sucesién decreciente infinita de numeros naturales, lo que es imposible.

Notese que dados n,m enteros tales que n|m si ™ + 3" = 2" no tiene solucién en
enteros x,y, z diferentes a cero , tampoco la ecuacion =z + y™ = 2™. Dado lo anterior
y que todo entero n > 2 se factoriza como producto de primos impares o multiplos de 4

es claro que UTF es equivalente a que
2P +yP =2 (1.7)

no tenga soluciones no triviales con p primo impar. En este punto, por simplificar el
trabajo, es conveniente separar el problema en 2 casos:

Caso I: ptzyz.

CasoIl: p| zy ptuxy.

El caso I es mucho mas sencillo que el II. Esto es claro en el caso de la ecuacién

a4y’ =22 (1.8)
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ya que todo cubo no congruente a cero modulo 3 es congruente a *1 moédulo 9. Por
tanto si 3 no divide a ninguno de z,y, z al cumplirse (1.8) claramente tendriamos una

contradiccion.
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Dominios de Dedekind

Gracias a la fama que habia tomado el UTF a inicios del siglo IXX la Academia
matematica Francesa ofrecié una serie de premios, entre ellos una medalla de oro y una
gran cantidad de francos a aquel que pudiese demostrar o refutar el UTF. Asi Paris se
llen6é de rumores de quién podria estar tratando y que estrategia estaria utilizando para
resolver el problema. Luego, en marzo de 1847, se celebr6 en la Academia una reunion

que pasaria a la historia.

Gabriel Lamé, que unos anos antes habfa demostrado el caso 7, tomo6 el estrado
frente a los mas eminentes matematicos de la época y proclamo que estaba a punto de
demostrar el UTF, tan pronto como Lamé abandoné el estrado, cauchy', otro de los
grandes matemaéticos de su época anuncio que el también estaba muy cerca de lograr
una demostracién.

Luego unos pocos meses después, se hizo un anuncio que puso fin a toda especulacion.
Joseph Liouville? sorprendié a toda la audiencia al leer el contenido de una carta ela-
borada por Kummer quien llevaba algtin tiempo estudiando los métodos que utilizaban
Lamé y Cauchy. Para Kummer los estudios de ambos hombres los estaban dirigiendo al

mismo callején sin salida, y en su carta explicaba sus razones.

De acuerdo con Kummer, el problema fundamental de Cauchy y Lamé, era que ellos
asumieron que las propiedades de factorizacién de los enteros seguian siendo validas en
extensiones de ellos. Kummer logré demostrar que esto no era necesariamente cierto,

esto se convirtié en un error fatal para Cauchy y Lamé.

Debido a su descubrimiento, Kummer entendié que era importante estudiar el com-

! Agustin Lois Cauchy(1789-1857) Frances
?Joseph Liouville(1809-1882) Frances
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portamiento de las extensiones de los enteros. Por tanto, en este capitulo se presenta un
resumen de muchos de los resultados del algebra conmutativa que se necesitaran en capi-
tulos posteriores. Resultados sobre médulos, localizaciones, dimensién de Krull® , anillos
de Dedekind y en estos principalmente se da una prueba de factorizacién tnica de

ideales.

Moédulos

Definicion 2.1.1. Si A es un anillo, un A-mddulo M es un grupo abeliano que se
comporta en forma semejante a un espacio vectorial donde A hace las veces de campo

escalar. Siendo precisos, M es un A-moédulo si para todas «, 3 en A y todas m,n en M

Im=m
(af)m = a(Bm)
(a+ B)m = (am) + (Bm)

a(m+n) = (am) + (an)

Ejemplo 2.1.2. Todo grupo abeliano es un Z-mddulo, todo K-espacio vectorial es un

K-mdodulo.

Definicion 2.1.3. Un A-moédulo se dice libre si tiene una base, donde base es un
conjunto generador A-linealmente independiente. Se puede probar que el cardinal de la
base es tinico, asi podemos hablar de la dimensién del A-mdédulo libre como el cardinal

de la base.

Definicion 2.1.4. Un homomorfismo de A-médulos es un morfismo F de grupos tal

que F(am) = aF(m) para todas « en Ay m en M

Definicién 2.1.5. Dados tres A-moédulos M, M, M2, una sucesion de homomorfismos
f,g M! M &5 M2 se dice exacta si Ker(g) = Im(f) y semi-exacta si Im(f) C

Ker(g).

3Woflgang Krull (1899-1970) Aleman
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Definicién 2.1.6. Un anillo A se dice Noetheriano® si cumple cualquiera de las sigu-

ientes equivalencias:

1. Todo ideal de A es finitamente generado.

2. Cualquier cadena creciente de ideales es estacionaria (condicion de cadena ascen-

dente)

3. Todo conjunto de ideales no vacié tiene un elemento maximal.

Definicion 2.1.7. Un A-mo6dulo M se dice Noetheriano si todo A-submédulo de M

es finftamente generado.

La siguiente proposicién es una generalizaciéon de un hecho de la teorfa de grupos:
todo subgrupo de un grupo abeliano finitamente generado es finitamente generado. Para

una prueba de esta ver (|1], Capitulo2)

Proposicion 2.1.8. Dado A un anillo Noetheriano, si M es un A-mddulo finitamente

generado, entonces M es Noetheriano.

Corolario 2.1.9. Dados A C B dos anillos, si A es Noetheriano y B es finitamente

generado como A mddulo entonces B es un anillo Noetheriano

Demostracion. Tome Z un ideal en B, éste es claramente un A-submodulo del A-modulo
B. Por la proposicion anterior Z es un A-submoédulo finitamente generado y como A C B

entonces Z es un ideal finitamente generado. t

Clausura Entera.

Definicion 2.2.1. Sea D un subanillo de un anillo R. Un elemento r» € R se dice entero

sobre D si existe p(z) € D [X] monico tal que p(r) =0

Definicion 2.2.2. Sea DD un subanillo de un anillo R, R es una extension entera de

D si solo si todo elemento de R es entero sobre D.

4 Amalie (Emmy) Noether (1882,1935) Alemana
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Proposicion 2.2.3. Sea D un subanillo de un campo K. Sea k € K. Las siguientes son

equivalentes:

1. El elemento k es entero sobre D.
2. El subanillo D [k] de K, es un D-modulo finitamente generado.

3. Existe un D-submddulo M de K finitamente generado tal que kM C M.

Demostracion. 1 = 2, 2 = 3 son claros. Ahora 3 = 2 : Sea (ei)i:{mwn} un conjunto
generador para M, como por hipétesis kM C M se tiene que ke; pertenece a M para

todo i € {1,2...,n} asi
[kei = Zdije]} (2.1)

,dij € D1 <4i,j <n.Sea D lamatriz (d;;) y sea N la matriz (e;), en notaciéon matricial
(2.1) dice que kNT = MNT. Asi la matriz kI — M es singular “I es la matriz identidad”
por esto det(kI — M) = 0, luego si tomamos p(x) = det(z] — M) € D[X] obtenemos un

polinomio ménico con coeficientes en D que anula a k de donde se sigue el resultado. T

Corolario 2.2.4. Sea D un subanillo de un campo K , el conjunto de los elementos de

K enteros sobre D forman un anillo.

Demostracidon. Las tnicas propiedades no triviales de probar son la cerradura bajo suma
y producto. Asi, sean 7, s en K enteros sobre D, por la proposicion anterior D [r], D [s] son
D-modulos finitamente generados por esto, el D-médulo D [r, s] sera tambien finitamente
generado. Entonces utilizando que rsD[r,s] C D[r,s] y que (r + s)D[r,s] C DJr,s]

obtenemos que (7 + s) y rs son enteros sobre D. }

Definicion 2.2.5. Sea D un subdominio de un campo K. El anillo €¢(D),. de elementos
enteros de K sobre D se conoce como la clausura entera de D sobre K. Cuando

K = Q(«) , para algin « algebraico €(Z)y se denomina el anillo de enteros de K.
Definicién 2.2.6. Un dominio D es integramente cerrado siy sélo si D = Q:(]D)Q(D)

Lema 2.2.7. Si D es un DFU entonces D es integramente cerrado.
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Demostracion. Sea f(z) € D[z] con f(z) = Y I, fiz’ moénico, y supongamos p, q
elementos de D sin factores en comun tales que f(2) = 0. Asi tendriamos que
# 0 el tos de D sin fact 'thf(f;)OA'td' q
Yoo fi(g)i = 0, multiplicando todo por ¢ obtenemos —p" = qZ?:_Ol fiplq(n=1—1 agi
q dividiria a p™. Pero como ¢ y p son primos relativos ¢ tiene que ser un invertible, de

donde%ED.T

Lema 2.2.8. Sea Dy, Do, D3 tres dominios encadenados. D3 es entera sobre Dy si y

solo si D3 es entera sobre Dy y Dy es entera sobre Dy.

Demostracion. La parte no trivial es el "sblo si". Supongamos que D3 es entera sobre
Dy v D9 es entera sobre D;. Sea A € D3, como D3 es entera sobre Ds existe un polinomio
monico en Dg [z] que se anula en A. Sean dy, ..., d,,—1 los coeficientes de este polinomio,
por la proposicion (2.2.3-2) utilizada inductivamente tenemos que B := Dj [do, ....d),—1]
es un D — modulo finitamente generado. Por la construccion de B es sencillo verificar

que AB [A] € B [A], asi por (2.2.3-2) X es entero sobre Dj. t

Proposicion 2.2.9. Sea D un dominio y sea K una extension dlgebraica de Q(D),

entonces:

1. Q(¢(D)yk) =K, mas atn, dado A € K existen v € €(D)x y o € D tales que A = 1.
2. Si D es integramente cerrado entonces D = Q(D) N €(D),.
3. €(D)k es integramente cerrado.

4. Sila extension K de Q(D) es de Galois con grupo de Galois G , se tiene que para
todo 0 € G o(€(D)y) = (D), y si D es integramente cerrado, D = (€(D), )¢ :=
{de &€(D)y :0(d) =d Vo € G}.

Demostracion. 1. Sea A € K, sea p(z) € Q(D) [z], p(z) = >, piz’ polinomio moénico
minimo de A , como p(z) € Q(D)[z] existe « € D* tal que ap(x) € D[z]. Como
ap(\) = 0 podemos construir un polinomio moénico q(z) = Y.r g’ en D[z] que se
anula en ), donde ¢; = p;a" "% ;0 < i < n. Asi podemos ver que g(az) = a"p(x) lo cual

implica que aA = v para algan v € €(D).
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2. Trivialmente de la definicién,
3. Ya que € (€(D)y ) es entera sobre €(ID), que a su vez es entera sobre D, por (2.2.8)
€ (€(D)k)k es entera sobre D pero esto implica que € (E(D)y ) =€(D)k lo cual unido a
(1) implica que €(D), es integramente cerrado.

4. Sea p(x) € D[x] moénico , o( p(z)) = p(o(z)) para todo o € G, asi los elementos de
)G —

G llevan enteros en enteros. Por otro lado sabemos que K& = Q(D) asi que (€(D)k

C(D)N Q(D) =D si D es integramente cerrado. T

Lema 2.2.10. Dado D un dominio y sea K extension finita de Q(D) sea B = (D). Si

B es un D-mddulo libre finitamente generado, entonces la dimensién de B es [K : Q(D)].

Demostracion. Dada {vy ....,v,} una base para B sobre D , por esto este conjunto es
linealmente independiente sobre Q(D) ya que puedo quitar los denominadores, por la

parte 1 de la proposicion anterior este conjunto genera a K sobre Q(D) t

Proposicion 2.2.11. Sea A un dominio en el que ideal primo no trivial y mazimal son
equivalentes. Sea B un dominio, extension entera de A. Entonces en B ideal primo no

trivial y mazimal son equivalentes .
Demostracion. Ver ([8] Capitulo 1 Proposicion 5.6) f

Proposicion 2.2.12. Sea K estensidn finita de Q Sea {v1,....,vp} C B = €(Z)¢ una
base para K sobre Q , entonces existe d € Z* tal que el Z-mddulo B esta contenido en el

Z-mdédulo libre generado por {(vi)/d, ..., (vyn)/d}
Demostracion. Ver ([9] Capitulo 3) T

Corolario 2.2.13. Sea K estension finita de Q. Sea B =C€(Z)x. Entonces B es un Z-

mddulo libre finitamente generado.

Demostracion. Por la proposicién anterior B es subgrupo de un grupo abeliano finita-
mente generado, as{ B también es finitamente generado y como B es dominio es libre de
torsion se sigue de la clasificacién de los grupos abelianos finitamente generados que B

es suma directa de Z. T
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Definicion 2.2.14. Sea A un dominio. El anillo A se dice dominio de Dedekind si

cumple.

1. A es Noetheriano.
2. En A ideal primo no trivial y maximal son equivalentes®.

3. A es integramente cerrado.

Teorema 2.2.15. Sea A un dominio Noetheriano en el que ideal primo no trivial y
mazimal son equivalentes. Sea K una estension dlgebraica de Q(A), si €(A)x es un

A-mddulo finitamente generado se tiene que €(A)x es un dominio de Dedekind.

Demostracion. Corolario 2.1.9 | proposicién 2.2.9-3 y proposicién 2.2.11 muestran que

€(A)k es un dominio de Dedekind. f

2.3. Localizacion.

El concepto de localizacion es una herramienta que generaliza el campo de cocientes
de un dominio cualquiera. Hablando rasticamente lo que se hace es tomar un subconjunto
adecuado de un anillo y dar inversos a estos elementos, en el caso del campo de cocientes

de un dominio el conjunto son todos menos el cero.

Definicion 2.3.1. Sea A un anillo. Un subconjunto S de A se dice multiplicativo si:

1. 0¢SyleS.

2. a,beS=abes.
Ejemplo 2.3.2.

1. Sea P ideal primo de A , S := A\P.

2. Si A es dominio S := A\{0} un caso particular del anterior.

’Dimension de Krull igual a 1
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Dado un anillo A y un subconjunto multiplicativo S de A se define una relacion
sobre el conjunto A x S, de la siguiente forma: (a,s) ~ (b,t) si existe 0 € S tal que
o(at —bs) = 0. Notese que si A es un dominio como S es multiplicativo tendriamos que

(at — bs) = 0 que es la relacion para construir el campo de cocientes de A cuando S es
A\{0}
Afirmacion 2.3.3. ~ es una relacion de equivalencia sobre A X S:

El conjunto de clases de equivalencia se denotara por S~!A y las clases se escribiran

de la manera usual [(a, s)] :=

¢, a este conjunto lo podemos dotar de dos operaciones

+, -

definidas a partir de la suma y el producto del anillo de la siguiente manera:
b._at+b b._ ab
tHEEY S =
Es sencillo ver que estdn bien definidas y que (S™' A, +, -, [(0,1)] , [(1,1)]) es

un anillo.

Afirmacién 2.3.4. SeaTs: A— S 1A

a
a— 7

a) I's es un homomorfismo de anillos.

b) Vs € S Ts(s) es invertible y su inverso es 1.

¢) Si A es un dominio I's es inyectiva.

d) Si A es dominio entonces S7!A es dominio.

e) Si A es dominio y S := A\{0} entonces S™1A es Q(A).

Para un estudio detallado véase (|1] Capitulo 4)

Estructuras de los anillos de fracciones.

En esta seccién se estudiara la estructura de ideales de S™1A, para analizar ciertas
propiedades del anillo A que se conservan en el anillo S~'A, donde normalmente el

trabajo ser4 mucho mas sencillo.
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Lema 2.3.5. Sea A un anillo, S C A multiplicativo , T un ideal en A y S7'T :=
(Ts (T)) entonces ST ={%:2 €I},s €S}, enparticular: ST =8 TA—=TINS #0.
Demostracion. {% : x € I, s € S } C ST es claro. Sea z € S7'7 entonces z =

n n
3 <ﬂ) () cona; € A, s; € Sy x; € I. Reescribinedo z = ) (%), si definimos
i=1 '

Si

i=1
n n o
s =[] si, 0s := 2, a;z; := y; tenemos entonces z = (%) de donde z = ¥ con
i=1 ‘ i=1
yel, seS.

AhorasiZNS # 0, 1 € ST lo que implica que S717 =S 1A
xr

Si S7IT =8 ! A, existen x € Z, s € S tales que L= %, lo cual por definicién significa
que existe o € S tal que o(x — s) =0, asf que oz = s, entonces ZNS # 0. §
Observacion 2.3.6. En general no siempre es cierto que si tengo un homomorfismo de

anillosT' : A — B y J un ideal de B entonces <T’1(j )> = J. La inclusion que siempre

se tiene es C, pero en el caso de I's es muy sencillo verificar la igualdad.

Corolario 2.3.7. Si A es un anillo noetheriano, S C A multiplicativo entonces St A

es noetheriano.
Demostracion. Se sigue de que <F§1(j )> = 7, para todo ideal J en S7TA. 1
Definicién 2.3.8. Sea A un anillo, SPEC(A) := ideales primos no triviales de A.

Definicion 2.3.9. Sea A un anillo y P € SPEC(A). Si S := A\P a S ! A se le llama

la localizaciéon de A en Py la denotamos Ap.

Lema 2.3.10. Sea A un anillo , S C A multiplicativo y P € SPEC(A) tal que PNS =
0. EntoncesS™'P € SPEC(S™1A).

Demostracion. Como P NS = § entonces S'P ¢ S~MP. Sean ¢,% en S™' A, supong-

st

ab
st

€ S7'P, entonces existen 1 € S ¢ € P con ¥ = <. Lo que implica que

amos que po

existe o € S con o (abr — cst) = 0, como P es primo abr —cst € P y puesto que c € Py
r & P se sigue que ab € P entonces a € P 6 b € P de lo que se concluye que ¢ € Ss-p
6besip i

De los resultados anteriores nos queda como corolario una proposicién muy intere-
sante. Existe una correspondencia biyectiva entre el reticulo de ideales primos de A que

no intersecan a S y el reticulo de ideales primos de S™1A.
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Proposicion 2.3.11. Sea A un anillo y S C A multiplicativo el homomorfismo T's
induce una biyeccion 'y : SPEC(S™'A) = {P € SPEC(A) : PNS =0; conT% (J) :=

Ts'(J)}. De hecho, T respeta inclusiones.

Corolario 2.3.12. Sea A un anillo en el que ideal primo y mazimal son equivalentes.
Sea S C A multiplicativo, tal que existe P € SPEC(A) con PNS =0, entonces en

S A primo y mazimal también son conceptos equivalentes.

Lema 2.3.13. Sea A integramente cerrado. Dado S C A multiplicativo. Entonces S~ A

es integramente cerrado.

Demostracion. Es claro que Q(A) = Q( S1A). Sea ¢ € Q(A), suponga que existe
polinomio moénico f(z) en S™'A [z] de grado n tal que f(%) = 0. Sean s, ..., Sp,—1 los
denominadores de los coeficientes del polinomio. Si definimos s := nﬁl s;, y hacemos s™
f(%) = 0, asociando adecuadamente obtendremos un polinomio n::’)(l)lico en A [z] con

raiz %, como A es integramente cerrado existe ¢ € A tal que 7 = . {

Corolario 2.3.14. Sea A un dominio de Dedekind. Sea S C A multiplicativo, tal que

existe P € SPEC(A) con PNS = () entonces en S~ A es dominio de Dedekind.

Corolario 2.3.15. Sea A un dominio de Dedekind entonces Ap es dominio de Dedekind

para todo P € SPEC(A).
2.3.2. Localizacién de Médulos

En esta seccién se generaliza la nocién de anillo de fracciones a médulo de frac-
ciones, esto para probar hechos sobre la clausura entera de un dominio, por medio de
las clausuras de sus localizaciones.

Dado un anillo A, un A-médulo M y & C A multiplicativo, definimos una relacién
sobre M x S, de la siguiente forma: (m,s) ~ (n,t) si existe o € S tal que o(mt —ns) =
0. Esta es una relacion de equivalencia y notamos al conjunto de clases como S~ M
(Médulo de fracciones de M), este sera un S—1.A -Médulo con la definicién obvia de

suma, y producto.
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Dado un homomorfismo de A-moédulos f : M — N, f induce un homomorfismo de

S~ A-modulos,

S : M-SV
m f(m)

S S

si g es otro A-homomorfismo , g : N' — R se tiene que: S~ (g9) o (f) = S 1(g) o S7L(f)

6

Definicion 2.3.16. Sea P € SPEC(A). Si S = A\P, notamos a S~ M por Mp y a
S7(f) como fp.

Proposicién 2.3.17. Sea M! iR M L M2 una sucesion ezacta de A-mddulos y

-1 -1
sea S C A multiplicativo. La sucesion de S™' A-médulos S ~*M* S—q) S M S—(>g)

S I M? es ezacta.

Demostracion. Sea  en S~ M!. Entonces (S7(g) oS (f))(2)= S ((g)o (f))(2) =

S S

@M —  porlo tanto Imagen(S~Y(f)) € Kernel(S~%(g)). Seam/s en Kernel(S~1(g))

S

entonces @ =

0 as{ que existe o en S tal que g(m)o = 0, como ¢ es homomorfismo

mo esta en Kernel(g) que es igual a Imagen(f) , por lo que hay un n en M! tal que

fn) =mo. STHF)(&) =4

Corolario 2.3.18. Sea 0 — M! L M L M2 — 0 una sucesion ezacta de A-

871
mdédulos y sea S C A multiplicativo. La sucesion de S~ A-mdédulos 0 — S ~*M! —(f)

-1
S M S—(g) S IM?2 — 0 es exacta.

Corolario 2.3.19. Sea § C A multiplicativo. Dado un homomorfismo de A-modulos f

M — N se tiene:
8~ (Imagen(f)) = Imagen(8~(f))

S~ (Kernel(f)) = Kernel(S~L(f))

557! es un Functor de la Categoria de A-modulos en la Categoria de S™*.A-modulos.
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Lema 2.3.20. Sea M un A-mddulo. Las siguientes son equivalentes:

2. Mp = (0) para todo P € Spec(A)
3. Mp = (0) para todo P € Max(M)

Demostracion. Veamos (3= 1). Sea m € M, entonces 7 = 0 en Mp para todo P €
Max(M), asi para cada P existe xtp € A\P tal que mzp = 0. Sea I(m) el ideal
generado por los xp. Por su definicion I(m) no esta contenido en ningun ideal maximal,
por lo tanto I(m) = (1) y asi 1 = i a‘zp,. Entonces m— i a‘mzp, = 0. Las otras
implicaciones son triviales. t . -

Proposicién 2.3.21. Sea M! N M L5 M2 una sucesion semi-ezacta de A-mddulos.

Las siguientes son equivalentes:

1. ML M %5 M2 es exacta en M.
2. M} ELR Mp 22 M2 es exacta en Mp para todo P € Spec(A).

3. Mp e Mmp 22 M3, es exacta en Mp para todo P€ Max(A).

Demostracion. Veamos (3 = 1), consideremos la sucesion exacta 0 — Im(f) < Ker(g)

% Ker(g)/Im(g) — 0por el corolario 2.3.14 0 — (Im(f))p <= (Ker(g))p — (Ker(g)/Im(f))p
— 0 Es una sucesion exacta de Ap—modulos, para todo P € Max(A). Dado que
(Im(f)p = Im(fp) , (Ker(g))p =Ker(gp) y que la localizacion respeta cocientes
(Ker(g)/Im(f))p = Ker(gp)/Im(fp), del lema 2.3.16 se sigue que Ker(g)/Im(f) = (0)

si yo solo si Ker(gp)/Im(fp) = (0) para todo P € Max(A).

(1 = 2) es la proposicion 2.3.13

(2 = 3) es trivial. T

Corolario 2.3.22. Sea A un dominio. Entonces:

A= N Ap=_ 1 Ap
PeSpec(A) PeMaz(A)
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. . . . (
Demostracion. Considere la sucesién semi-exacta A4 — N Ap = 0sea Q €
PeSpec(A)

Spec(A), Ag & N Ap| = [ (Ap)g € Ag asi ig es sobre para to-
PeSpec(A) Q PeSpec(A)

do @ € Spec(A) asi la inclusion ya era sobre por lo tanto A = l Ap y como
PeSpec(A)
N ApC ()  Ap sesigue la otra igualdad. }
PeMax(A) PeSpec(A)

Corolario 2.3.23. Sea A un dominio, las siguientes son equivalentes:

1. A es integramente cerrado
2. Ap es integramente cerrado para todo P€ Spec(A)

3. Ap es integramente cerrado para todo P€ Max(A)

Demostracion. Sea p(z) polinomio moénico en A[z] con una raiz a en Q(A). p(x) es
también un polinomio moénico en Ap [z], para todo P€ Max(A) como Q(A)=Q(Ap) y

Ap es integramente cerrado para todo P€ Maxz(A) tenemos quev € (| Ap=A.
PeMaz(A)
f

Dominios de Factorizacién Unica en Ideales Primos “DFUI”

La siguiente proposicién es una aplicacién estandar del lema de Zorn, esta junto a
lo desarrollado en este capitulo traen como consecuencia el teorema 2.3.27. Para una

explicacion detallada ver ([1]Teo 9.3 pg 106).

Proposicion 2.3.24. Dado I un ideal no trivial en un anillo Noetheriano A, existen
finitos ideales primos Py, ..., P, y finitos enteros ai,...,a, tales que P*.. P C I C

P...P,

Corolario 2.3.25. Sea A un domino Noetheriano en el que primo y mazximal son equiv-
alentes y sea I un ideal no trivial. El conjunto de ideales mazximales que contienen a
I es finito. Sea My, ..., M, este conjunto entonces existen enteros a,...,an tales que

M® . .M2 C I C M..M,
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Definicion 2.3.26. Un dominio A tiene la propiedad de factorizacion tnica de ide-
ales, si todo ideal propio no trivial se escribe como producto finito de ideales primos y

su representacion es tnica.

Teorema 2.3.27. Sea A un domino Noetheriano en el que primo y mazimal son equiv-

alentes. Entonces las siguientes son equivalentes.

t) A tiene la propiedad de factorizacion unica de ideales.
1) Apr tiene la propiedad de factorizacion inica de ideales para todo M en Max(A).

i1t) A es un dominio de Dedekind.
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3. Grupo de Clases De Ideales

Después que Kummer se diera cuenta que la falla de Cauchy y Lamé era la suposi-
cioén de factorizaciéon dnica, Kummer se puso en la tarea de desarrollar algin método
para saber cuando una extension de los enteros tenia o no esta propiedad. Asi fue como
Kummer desarrolld su teoria del grupo de clases de ideales y con ella, por primera vez

se abria un camino claro hacia UTF.

En este capitulo se expone en forma muy detallada todo el desarrollo de la teoria del
grupo de clases de ideales iniciada por Kummer, esto con el animo de resolver cualquier

duda que el lector haya podido encontrar consultando otros textos sobre el tema.

3.1. Pruebas de factorizacion en dominios de Dedekind.

Definicion 3.1.1. Sea A un dominio, sean I, J ideales propios no triviales, se dice que

I divide a J, I'| J, siy solo si existe un ideal M tal que IM = J.

Proposicion 3.1.2. Sea A un dominio de Dedekind, sean I ,J ideales propios no triviales

entonces JCI siy solo si 1| J.

Demostracion. (<) claro. (=)S7JCI todo maximal que contiene a I contiene a J, de esta

forma si I=M ... Mg =J=Mb . MY M4 . ME donde b > a; ;i = 1,...,m.

Para esto consideremos IﬂJz(M{“ ﬁMfl) N (M;2 HMSQ) N... N (M&m N M) N
(Msl"_“ff) N....N (M}r) ahora M N MP = Miméx(a"’bi), entonces reescribiendo tenemos
TNJ= M 0 e bm) bt oo — § MY MO MET LM B Tuego

por unicidad méax(a;, b;) = b; de donde se sigue que I | J.T

Corolario 3.1.3. Sea A un dominio de Dedekind, I un ideal propio no trivial. Eziste

un ideal J tal que IJ=(c) para algin o € A\{0}.

Demostracion. Sea o € I no cero = (o) CI= 1| (a). t
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Definicién 3.1.4. Sea A un dominio de Dedekind y P € Max(A) , dado un ideal I
propio no trivial, se define ordp(I):=n, como el inico entero n no negativo tal que P™ D

IyPn-‘rl;éI

Proposicion 3.1.5. Sea A un domino de Dedekind , sean P € Max(A), I,J ideales

propios no triviales
1. ordp(P)=1.
2. Q€ Max(A), Q# P = ordp(Q) =0.
3. ordp(lJ) = ordp(I)+ ordp(J).
Demostracion. 1. Es claro.
2. ordp(Q)>0=P2OQ=P=Q.

3. Sea r=ordp(l) y sea t=ordp(J), por la factorizacion debemos tener 1I=P"I; y
J=P"'J; donde P{I; y P{J; o equivalentemente P21y y PAJy, por tanto IJ=P" 11 J;.
Supongamos P"t*1 D 1], entonces IJ=P" 1D para algun ideal D, esto implica
debido a la representacién tnica que I;J; = PD por tanto P 211J; que por ser P
primo implica P2I; o P DJ; que es una contradiccién. Entonces Pr+! 2 1J asf

que ordp(lJ)=r+t=ordp(I)+ordp(J)

Lema 3.1.6. Sea A un dominio de Dedekind . Sea K=Q(A) sea B=C(A), donde L
es una extension finita de K. Sea PEMaz(A) entonces P° #B, donde P° es el ideal

generado por P en B.

Demostracion. Supongamos que primero P principal , P=(p) con p€A. Si P¢ =B existe
be B\Atal que pb=1. Sea f(z) = 2" +a,_12" ! + ... + ag el polinomio minimal de b
sobre A[z]. Como b € B\A grado(f) > 1 sea g(x) = 2" ' +ay,_12"2 + ...+ a1 aop,
g(b) = " a, 1" 2+ .+aryaop = pbb" " +a,_1pbb" 2 +...+aipb+aop = pf(b) = 0,
asf g anula a b , contradiciendo la minimalidad de f . Ahora para P en general sea S=A\ P

, este es un subconjunto multiplicativo tanto de A como de B y Pp es un ideal primo
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de Ap , ademas como S™'B = €(Ap)y, por la parte inicial tenemos que (Pp )¢ #S7!1B
ya que en Ap todo ideal es principal, por otro lado es facil ver que (Pp )¢ # S~ !B siy
solo si P® # B.

Ahora dada una extension finita L de Q. Sea B = €(Z)r, y sea P € Max(Z),
P¢ = Mj'....M}" donde definimos 7y, /p := r; como el indice de ramificacion de M;
sobre P. Como M;NZ es un ideal maximal de Z y contiene a P tenemos que M;NZ = P
por esto podemos ver a B/M; como un Z/P-espacio vectorial el cual gracias a que B
es un Z-modulo finitamente generado es de dimension finita [B/M; : Z/P] := sy, /p, la

Que denotaremos por grado residual de M; sobre P.

Teorema 3.1.7. Sea L una extension finita de Q y sea B = €(Z)r,. Dado P € Max(Z)

entonces [L: Q] = > ri.[B/M; : Z/P] donde P° = Mj*....M]".
i=1

Demostracion. Por el teorema chino del residuo (ver [1] Capitulo 1)

B/Pc =] B/M] (3.1)
=1

Por otra parte como PN Z = P tenemos una funcion inyectiva & : Z/P — B/P°
tal que [a]p +— [a]pe , por tanto podemos ver a B/P¢ como un Z/P-espacio vectorial,
de manera similar podemos ver a B/M;," como Z/P-espacios vectoriales. Se probaran
[B/P¢:Z/P] = [L:Q] y [B/M]":Z/P) = r;[B/M, : Z/P], claramente esto y (3.1)
concluye la demostracion.

n

Del Corolario (2.2.9) se tiene que B =@ Z, donde por el lema (2.2.6) n = [L : Q).
i=1

El final de la demostracion esta dado por la siguiente proposiciéon. |

Proposicion 3.1.8. Sea L una extension finita de Q y sea B = €(Z)1,. Sea P € Max(Z)
y Me Max(B) con PC M", r € N. Entonces B/M es un Z/P-espacio vectorial de dimen-
sion finita y [B/M" : Z/P] =r[B/M :Z/P]

Demostracion. Igual que antes se puede ver a B/M como un Z/P-espacio vectorial, dado
que B es un Z-modulo libre finitamente generado la dimensién de B/M como un Z/P-
espacio vectorial es finita.

Ahora para la segunda parte se procederé por induccion en r. Si r=1 es claro. Suponga-

moslo para r-1 y vedmoslo para r. PCMTCM™ 1L por esto B/M’”_1 es también un
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7Z/P-espacio vectorial, también podemos ver Que M"~1/M" es un Z/P-espacio vecto-
rial definiendo el producto por escalar (a + P)(a + M") := (acc + M") donde a € Z
, € M™ 1. Dado esto podemos definir la siguiente sucesién exacta de Z/P-espacios

vectoriales
0— M '/M" — B/M" — B/M"™! — 0

con esto

[B/M" :Z/P] = [B/M""' : Z/P] + [M"'/M" : ) P] (3.2)

Afirmacién 3.1.9. M"~! /M" es un B/M-espacio vectorial de dimension 1.

Sea a € M"~1\M" existe ya que B es dominio de Dedekind , definase ® : B/M —
M"Y /MT" tal que [b],; — [ba] - No es dificil ver que ® es un morfismo de B/M-espacios
vectoriales. Para ver que es inyectivo sean b,c en B tales que ®(b) = ®(c) entonces (b—c)«
€ M" ast ordys (((b—c)a)) > 7, como ordys ({((b— ¢)a)) =ordas ((b— ¢)) +ordas ({))
y ordys ((«)) = r — 1, se tiene que ordps ((b—c¢)) > 1 entonces (b — ¢) € M. Para la
sobreyectividad solo hay que mostrar que (o) + M" = M"~! | ya que M" C {(a) + M"
entonces ((a) + M")|M" asi (a) + M" debe ser una potencia de M , dado que av ¢ M”"

y (o) + M"™ C M"1 se tiene Que (o) + M™ = M"~! por esto ® es un isomorfismo.

De la afirmacion se puede concluir que
(M™'/M" :Z/P] = [B/M : Z/P] (3.3)
Ahora por hipdtesis de inducciéon
[B/M"™':Z/P] = (r—1)[B/M : Z/P) (3.4)
El resultado se obtiene al reemplazar (3.3) y (3.4) en (3.2) 1

Sea L una extension de Galois de Q con grupo de Galois G y sea B=€(Z), , sabe-

mos por la proposicion (2.2.5) que o (B)=B para todo o en G. Sea Pe Max(Z) y
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sean Mj, My, ..., M; los finitos elementos de Max(B) tales que M; N Z=P | se define
E(P):={Mi, Ms, ..., My, como o(P)=P para todo ¢ en G entonces o(E(P))=E(P) para

todo o en G

Lema 3.1.10. Sean L, B, P, G, My, Ma, ..., My como arriba. Entonces vy jp = 7'y, p =
e =TMP =T Y SM /P = SMy/P = - = SM, /P = S, con lo cual P¢ = (M Ms...My)"

con rs|E(P)|=[L : Q], mas aun el grupo G actia sobre E(P) y la accion es transitiva.

Demostracion. Sin perdida de generalidad es suficiente mostrar Que existe 0 € G tal
que o(My;) = M;. Supongamos que o(M;) # M; para todo o en G , entonces los
ideales maximales {c(M;) : 0 € G }U{M,;} son coprimos dos a dos , por el teorema
chino del residuo existe x€ B tal que x= 1modo (M) para todo o en G y x= OmodM,
,seay = [] o(x), como 0(B)=B para todo o en G y esta en B, ademéas claramente
oly) =y onErGesto y€Q,asiquey € BNQ =7 . Ahora y ¢ M; de lo contrario existiria
o~1 € G tal que 071 (x) € M esto ya que M es primo, pero esto contradice el hecho z =
1modo (M) para todo o en G , por esto y ¢ M; entonces y ¢ M;NZ = P. Por otro lado
x = OmodM; entonces y = OmodM;, dado que la identidad esta en G , asi y € My;NZ = P
contradiccion. Entonces existe o en G tal Que (M) = M;. Por el primer teorema
del isomorfismo existe I'; : B/My — B/o(My) isomorfismo con I'; |z, p=identidad
por lo tanto sy, p = SM, 1)/ P Para todo o en G. Como E(P)=0(M;) : 0 € G tenemos
que Sy, /p = Sy, /p ¢ = 1,...,t entonces sy p = Syp/p = oo = Syyp = 8. Por
otro lado o(P¢) = P¢ para todo o en G se sigue Que P¢ = o(M;)"™M1/P . .o(M)™M/P =

o(My)"em/P. . o(My)"™0/P lo cual implica 7y, /p = To(ary)/p €0tONCES Tar /p = Tag,/p

i=1,...,t porlo tanto 7ps, /p = a1y p = . =Tagp =T 1

Lema 3.1.11. Sea L, B y G como antes, sea M € Max(B). Si P:= M NZ entonces

[ o(ar) = (Pe)saare, (3.5)

ceG
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Demostracion. Sen, r indice de ramificacién y s = sp/p , podemos hacer actuar a G
sobre Maz(B) de la forma o.M = o(M). Ya que G actua transitivamente sobre E(P)
“ Stab(M):={c € G : 0(M) = M}” sabemos de la teoria de grupos que |G/Stab(M)| =
|E(P)| , por lo tanto [L : Q] = |Stab(M)||E(P)| con esto obtenemos |Stab(M)| = rs.
Sea M; € E(P) y Sy(M;) :={oce€G:0(M)=M}={reG: M=1(M)}.

Aver : |Stab(M)| = |Sp(M;)| , dado 7 € Spr(M;) definase H,: Stab(M) — Spr(M;) tal
que o — oo, claramente es inyectiva, como 7 €Sy (M;), M; = 771 (M), sea p €Sy (M;)
entonces pr— (M) = M asi pr—! = o para algtin o € Stab(M) entonces H,(c) = p. por

lo tanto

[T o) = [T M= 1 a3 = 1 mpe = ( H)M5”> = (P9)*.

oe@ E(P) E(P) E(P) E(P

3.2. Normas y Trazas

Definicion 3.2.1. Un campo K se llama de niimeros, si es una extension finita de Q,

en otras palabras si K = Q(«) para algin a € Q.

El propésito inicial es definir dos funciones, Nk /q:K — Q, Tri/q:K — Q, tales que
Nkjo 1 €(Z)k: €(Z)k — Z, lo mismo para Trg/q, que sean multiplicativas y aditivas
para asi poder dar algunos criterios de irreducibilidad y demas en el anillo €(Z)k, (Anillo

de enteros de K) .

Sea un campo de ntimeros K y o € K, la funcion T:K — K tal que T,(y) = ay es
claramente una transformacion Q-lineal. Por medio de esta transformacion se definen

las siguientes funciones:

Nkjg:K—Q Trio:K—Q
a — det(Ty) a — traza(Ty)

Claramente Nk /q es multiplicativa y Tk /q es aditiva.
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Lema 3.2.2. Sea a € K tal que [K: Q] =n y [Q(a) : Q] = m, y sea f(z) € Q(z)
f(x) =a™+ f_12™ 1t + ...+ fo el polinomio minimo de o sobre Q entonces se tienen

las siguientes:

1. TTK/Q(O‘) = _%fn—l

2. Ngjqla) = ((=1)"fo)=
Demostracion. Sea {1,q,...,a™ 1} una base para Q(a) sobre Q y {t1,t2, ...,t%} una
base para K sobre Q(«); consideremos la siguiente base de K sobre Q, B = {t1,t14, ..., t1q4m-1,
12,620 - t2am—1, oy Oém_ltﬂ}, entonces B = {61, €2, ..., en} donde

—foer—(m-1) — frek—mt2 — .. — fm—1€k, simlk,
To(ex) =

€k+1, en otro caso.

Asi T,, en la base B, sera:

B, O 0

0
0
0 0 B.

Donde B, es la matriz

00 -fo
10 -f1

0 1

0 1 - m—1

3z

Entonces det(Tu) = (det(Ba)) % = [(—fo) (~1)™ & = [(=1)™ ;]
Traza(Ty) = Traza(Ba) = — 5 fm—1. 1
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Lema 3.2.3. Sean o € Q y f(z) = 2™ + fr—12™ 1 + ... + fo, polinomio minimo de «

sobre Q. Si se define

To : Qq — Qo

entonces det(zl —Ty,) = f(z).

Demostracion. grad(det(xI —T,)) = grad(f(x)) y det(xI —T,) es un polinomio ménico

en Q[z] que anula a «. T
Corolario 3.2.4. (—1)mf0 = NQ(Q)/Q(O(); —fm_1 = tTQ(a)/Q(Oz).

Corolario 3.2.5. Sea K un campo de nimeros de dimension n sobre Q y sea oo € K de

Iz

grado m sobre Q entonces Trx q = 1:17Tq(a)/0(), Nk/o(a) = [Nowyq(a)]m.

Corolario 3.2.6. Sea K como antes, si « € C(Z)k entonces Trx q(a) € Z y Ny g(a) €
7.

Demostracion. Si o € €(Z)k su polinomio minimo esta en Z[z|. {

Lema 3.2.7. Sea K como antes y sean 01,09, ...,0p, los automorfismos de K que fijan

a Q entonces
1. Va €K Ngjg(a) =[] gi(e)
2. Va €K Trggla) =L, oi(a)

Demostracion. Considere Q(«v) y sean s1, 82, ..., Sim, los automorfismos de Q(«) que fijan
Q. Para cada i, s; es exactamente la restriccion de [K : Q(«)] automorfismos de K que
fijan Q, ast 327 04(a) = [K = Q(a)] 7Ly s5(a) v Ty o) = (17 s(a)) KL,
Ahora sea f(z) = 2™ + fr_12™ ' + ... + fo, el polinomio minimo de a sobre Q, como
f(x) = (z —s1(a))(z — s2())...(x — s;n () se rompe en Q[x], es facil ver que —fr,—1 =
Yoty si(a), (=1)™fo = [[;Z, si(a). Por lo anterior y por el lema (3.2.2), >, 0i(r) =

—2 1 = Trijo(a) y [ oi(a) = [(=1)™ fo]m = Ngjq(e). 1
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3.3. Normas de Ideales

Sea K un campo de ntmeros tal que la extension K/Q es de Galois, con grupo de
Galois G = {01,092, ...,0,} v sea B := €(Z)k. Del capitulo 2 de la proposicion (2.2.9-4),
sabemos que B =Z y 0;(B) = B, i =1,2,...,n, con esto se puede definir la funcién:

Npz : 1d(B) — Id(Z)

n

[ [[JouD)®

i=1
donde J€ es la contraccion de el homomorfismo 7 : Z —B,I€ sera la extension de este.
)

Se denotaréd a una extension de Galois K de Q con B = €(Z)k como (Z,Q, B,K)
Lema 3.3.1. Dada < Z,Q,B,K >, seai : Z — B, dado I € Id(Z)/(1) = (I°)¢ =1I.

Demostracion. Siempre tenemos I C (1¢)¢. Dado que I es propio y por el lema (3.1.6) €
es propio ,por lo mismo (I€)¢ serd propio ya que Z es de Dedekind, asi existe I’ € Id(Z)
tal que I = I'(I°)°. Extendiendo nuevamente I¢ = (I")¢((1€)¢)¢ = (I')°I° entonces
I¢ = (I")¢I°. Como B es de Dedekind, por cancelatividad (I')¢ = (1)p asi I’ = Z; por
tanto I = (I1¢)°. {

Proposicion 3.3.2. Dada (Z,Q, B,K), sea a« € B = Np/z((a)p) = (Nk/q(a))z.

Demostracion. Sea Gal(K/Q) = {o1,09,...,0,}, note que o;({a)p) = (0i(a))p ya que
Npjz({e)B) = [[1iz1 oi((@)B)]* = [[Tizy {oi(@)) BI*=[(ITizy 0i(@) B)]® = [((Nk/q(a))z) ] =
(Nk/o(a))z.
f

Lema 3.3.3. Sea (Z,Q, B,K), Gal(K/Q) = {o1,09,...,0,}. Sea M € Maxz(B), P :=
M¢ = Np7(M) = PPM/P | donde, Dyyp = [B/M : Z/P).

Demostracién. Sea D = Dyy/p. Por lema(3.1.9), [T, 0i(M)=(P)P=(PP), tomando

contraccion a ambos lados del igual se obtiene Ng,z(M) = (PPYe® = PPt
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Proposicion 3.3.4. Sea (Z,Q, B,K) y Gal(K/Q) = {01,092, ...,0n}. Dado un ideal I
en B tal que I = M"..Mg*, con M; € Max(B), y a; € N entonces Np,z(I) =

s 7

| Ngf/z(Mi); "por tanto Npz(.) es multiplicativa ".

Demostracion. Si I =[];_, M;" si asocio este producto de modo que queden juntos los

que sus restricciones a Z son iguales obtengo que

= I ¢ JI M. (3.6)

pEMax(Z) {j:M;NZ=P}

Evaluando en los automorfismos y haciendo el producto.

n

[[os=" 11 ¢ II (Jesaz®)) (3.7)

=1 pEMax(Z) {j:M;NZ=P} i=1
Debido al lema (3.1.9) tenemos que [[1_, o:(M;) = (P¢)”Mi/? asi reemplazando en (3.7)

se obtiene

o= TI  II  eoybmm 55)
=1

peEMax(Z) {j:M;nZ=P}

Si se definen Jp = {j M;NZ = P} ynp= ZjEJP ajD]\/[i/p,

n

o= ] @) (3.9)

1=1 pEMaz(Z)
Ahora si P;, P; € Max(Z),i # j sus extensiones serdn coprimos y asi mismo sus

potencias entonces

[ ®re= N @) (3.10)

peEMazx(Z) peEMazx(Z)

reemplazando en (3.9) y aplicando contraccion se tiene que

(Hai(I))C: N P (3.11)

peEMax(Z)
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por otra parte aplicando el mismo truco de (3.6) se tiene que:
II 7= II ¢ II (@™mm) (3.12)
peEMax(Z) peEMax(Z) {j:M;NZ=P}
vy ademas observando la ecuacién
II ¢ II Nez(y)%) =]] Npzz"(M). (3.13)
pEMax(Z) {j:M;NZ=P} i=1
Notando que el lado derecho de (3.11) es igual al izquierdo de (3.12) y a su vez el lado

derecho de (3.12) es igual al izquierdo de (3.13) (lema (3.1.9)) se obtiene el resultado.
I

3.4. Primos Regulares

Sea A un dominio de Dedekind, considérese la siguiente relacion ~ sobre I(A) :=conjunto
de ideales de A, I ~ J siy solo si existen a, 3 € A\{0} tal que Ia = Jf3, es claro que es
de equivalencia, el proposito es dar una estructura de grupo a I(A)/ ~ que permita ver

cuan lejos esta A de ser DIP.
Definicion 3.4.1. Sea Cl(A) := I(A)/ ~ definimos la siguiente operaciéon

.1 Cl(A) x Cl(A) —> CI(A)

donde T es la clase de I.

Lema 3.4.2. Dado A un dominio de Dedekind, entonces - esta bien definida y <

Cl(A),- > es un grupo con (1) como identidad.

Demostracion. Sean Iy, I, Ji,, Jo ideales de A tales que I; = I, y J; = Jo entonces
existen ag,ay € A\{0} tales que I1ay = Iz y existen (1,02 € A\{0} tales que

J181 = J232; por tanto I1.J1 = I2Jo ya que I1Jion By = IoJacefBe y i3y # 04 = 1,2, asi

la operacion esta bien definida. De otro lado , I{1)=I(1)=I para todo I ideal. Entonces

(1) es identidad y para todo a € A\{0} (a) = (1), por esto y por colorario (3.1.3) todo

1 tiene un inverso J tal que I.J = m T
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Definiciéon 3.4.3. Sea A un dominio de Dedekind, CI(A) es el grupo de clases de
ideales de A.

Lema 3.4.4. Sea A un dominio de Dedekind, el grupo Cl(A) es trivial < A es un DIP.

Demostracion. (<) es trivial.

(=) Sea I un ideal propio no trivial de A, por hipotesis Ja, § € A\{0} tales que I{«a) =
(B) en particular § = ary para algin v € I. Sea £ € I entonces af = (3§ para algiun
0 € A, si multiplicamos por 7y obtenemos B¢ = (6, como § # 0 y A es un dominio
€= 85, asi I = (B). 1

Dado esto tenemos una herramienta importante para ver cuando un dominio de Dedekind
es DIP.

Ahora el paso siguiente es ver que pasa con extensiones del tipo (Z, Q, B, K). La meta en

esta parte es mostrar que Cl(B) es finito y para esto se utilizaran las normas de ideales.

Definicién 3.4.5. Sea A un dominio de Dedekind, se dice que A tiene la propiedad

de cocientes finitos si para todo I € Maxz(A), A/I es finito.

Definicion 3.4.6. Sea A un dominio de Dedekind con la propiedad de cocientes finitos,

se define la norma de un ideal no trivial por ||I||4 := cardinal de A/I.
Nota: ||I||4 no tiene por que ser finita, mas adelante se probara que lo es.

Lema 3.4.7. Sea A un dominio de Dedekind. Sea P € Max(A). Entonces Vn € N
P 1/P" = A/P como A/P espacios vectoriales. En particular si A/P es finito A/P"
es finito, y |A/P"| = |A/P|".

Demostracion. La afirmacion (3.1.9) implica que P”_I/P"%A/pA/P. Supoéngase ahora
que A/ P es finito, entonces A/P" ! es isomorfo a (A/P™)/(P"!/P") como A—mddulos,
con lo cual |A/P"| = |P"~1/P"|.|A/P"t| = |A/P|-|A/P"!|, se sigue por induccién
|A/P"| = [A/P|". §

Corolario 3.4.8. Sea A un dominio de Dedekind con cocientes finitos, la norma de

cualquier ideal no trivial es finita y es una funcion multiplicativa: || IJ||a = ||I]|allJ] -
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Demostracion. Sea I un ideal no trivial de A entonces I = P{"...P% con P; € Max(A)
yao; € Ny i =1,..., s Porel teorema chino del residuo A/I = [;_; A/P, asi por (3.4.3)
Mlja =11, ||PZ||% Entonces para cualesquiera ideales I,J en A || IJ|a = ||I]|all/|la
t

Proposicion 3.4.9. Dada (Z,Q, B,K), B tiene la propiedad de los cocientes finitos.
Mas ain si I C B es un ideal no trivial entonces ||I||p = ||[Ng/z(I)||z. Esto da un

criterio para verificar mazimalidad para ideales en B: I es mazimal < ||I||p es primo.

Demostracion. Sea M € Max(B), sea (P) = M, ”la contraccion de M” entonces
B/M es un Zy-espacio vectorial finito | M||p = |B/M| = |Z/(P)|PM/P = ||(P)Pm/P|; =

P)|Pu/v = ||(P)Pu/P||; = Np/z es multiplicativa y tenemos que [|I||a = ||[Ng/z(I)||z. T

Lema 3.4.10. Dado X € R un nimero real fijo, dado (Z,Q, B,K). Existen solo finitos
ideales I de B tal que ||I||p < A.

Demostracion. Es suficiente mostrar que hay solo finitos ideales maximales con | M|/ g <
A. Suponga que existen infinitos ideales {Io},c5 con A infinito tales que |[Io][p < Ay
finitos maximales M;, i = 1,....,n, [|[M;|| < A. Un subconjunto de los M;, contendra
todos los I,, dado que si J D I ideales entonces ||J||p < ||I||g. Como son infinitos
I, tendriamos infinitas combinaciones de potencias de los M; y como un ideal J, tiene
norma 1 si y solo si J = (1) es imposible que todos los I, cumplan ||I,| < A. Ya que
un ideal maximal de Z esta contenido so6lo en finitos maximales de B y como ||M| g =
Dy

|M N Z||l]§47”'Z > [|[M NZ|z, es suficiente probar que solo hay finitos P ideales maximales

de Z con || P||z < A, pero esto es claro. {

Lema 3.4.11. Dado B como antes. El grupo Cl(B) es finito si y sélo si existe A € R

dependiendo de B tal que toda clase en Cl(B) contiene un ideal I con ||I||p < \.

Demostracion. Si Cl(B) es finito, sea n el numero de clases, tome elementos I; i = 1,...,n
en cada clase y A = max;{||;||}. Supéngase que existe A tal que toda clase en CI(B)

contiene un ideal I tal que ||I||p < A, por el lema (3.4.10) solo hay finitas clases. t

Lema 3.4.12. Dado A\ € R, si todo ideal I no trivial, contiene un elemento o con

) lB < Al|I|| entonces toda clase en Cl(B) contiene un ideal I con ||I]|p < A.
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Demostracion. Dado C' € CI(B), distinto de la identidad, fije J un ideal en la clase
inversa de C. Dado « € J tal que |[{«)||z < A||J]||B, como (o) C J, IJ = () para algtn
I de B, I esta en la clase C. Como || || g es multiplicativa ||| g||/||z < A||J||p de donde

se sigue el resultado. T

Teorema 3.4.13. Dado (Z,Q, B,K). Entonces ezxiste A\ € R dependiendo de B tal que
ideal no trivial I contiene un elemento o # 0 con |[(a)||p < A|I||B. En particular Cl(B)

es finito.

Demostracion. Como B es un Z-modulo libre finitamente generado, podemos fijar una
base para B sobre Z, {a1,aq,...,an}, v sean {01,092, ...,0,} los monomorfismos de K
en C. Si definimos A := [}, (3"}, |oi(;)|), donde | - | es valor absoluto complejo, se
mostrara que todo ideal no trivial I de B contiene un elemento « # 0 tal que [[(a)||p <
A5

Sea I un ideal no trivial de B, sea m = maz{j € N: j"» < ||I|[g} = m" < |I||p < (m+
1)™, consideremos el siguiente conjunto de (n + 1)" elementos de B, I' := {Z?Zl mjo
con m; € Z,0 < m; <m,j =1,..,n}. Como (m+ 1)" > ||I| g, dos elementos de '
son congruentes modulo I, sean (1, (2 estos dos. Se define a = 31 — B2 = Y i a;q
con a; € Z y |a;| < m para todo i, asi que ()|l = [[Ng/z({(a))|lz = [Nk q(a)| =

[Tizy loi(@)] < TTizy 2=y Imilloi(as]) < m™ [Ty 25 loiag]) = m" A < [[I[|BA. 1

Definicion 3.4.14. Un primo p impar se dice regular si pt |CL(Z[(p))]
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€(Z)qg(,) y Fermat caso I

Z[(y] y sus propiedades

27

Sea p un primo impar y(, := e » una raiz p-ésima de la unidad, sabemos de la teoria
de campos que Q((p) := {ao+ a1+ ...+ ap_2C£_2 s a; € Q} es una extension de Galois
de Q de grado p — 1. Para una explicacion detallada ver ([5]).

Sea Z[¢p] == {ao + a1{p + ... + ap_2C5_2 : a; € Z}, se puede verificar que Z[(p] es un

dominio.

El propoésito de la primera parte de esta capitulo es conocer las propiedades mas
importantes de Z[(p], como que es un dominio de Dedekind y més atn probar que
Z[¢p) = €(Z)q(c,) esto para asi poder mostrar la imposibilidad de solucion de la ecuacion

zP 4+ yP = 2P en el caso 1 para p un primo regular.

Sea A\, = 1 —(p, este elemento serd muy importante en el desarrollo de este capitulo.

Lema 4.1.1. —)\, es raiz del polinomio p(x) = 2P 4+ P72 + 4 p que es irreducible

de grado p — 1. Asi pues Q(\,) = Q((p).

Demostracion. Dado ®,(z) = £=1 el polinomio minimo de ¢, si denotamos p(z) =

O, (x + 1), es claro que p(—A,) = 0. Para la irreducibilidad ver (|3] Capitulo 5). T

Si se define Z[\p] = {ap + a1y + ... + ap—2Xy " : a; € Z}, por el lema anterior es

sencillo ver que Z[\p] = Z[(p].

Lema 4.1.2. J[Z 1(1 - (Z;) =p, es decir (NQ(Cp)/Q(Ap) =p)

Demostracion. Sea ®p(z) = xx 1, las raices de este polinomio son las raices p-ésimas de

la unidad {¢p, (2, ..., &'}, asi que @p(2) = (2~ G) (@ — )l — G ) I (1-¢) =

®,(1) = lim, ; 2=t = p. §
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Lema 4.1.3. Sea p; = 1:2 1 <i<p—1= ¢; esun invertible en Z[(p)].

Demostracion. Dado que p { i = 3j € ZT tal que ij = 1(modp) = ¢, = C;j, pero

= T 1 G G+ T 2 y i =11

Corolario 4.1.4. Existe u invertible en Z[(p| tal que uNo™t = p, ()P~ = (p)).
Demostracion. p=[1"-} (1 — ¢ = (1, Lu) Xt = udbTh g

Afirmacién 4.1.5. Sea oo € Q((p), o = a0+a1Cp+...+ap_2C£_2, a; €Q,i=0,..,p—2.

_17 ij;

1. tro,) /() =
p—1, de lo contrario.

2. troeyelad,®) = —ag—a1 — ... —as—1+ (p— 1)as — as41 — ... — ap-2.

Demostracion. Sip|j = Cp =1= trg, /Q((p) = tTQ(Cp)/Q( ) = Zf:_ll oi(l)=p—1,
o; € Gal(@((p)/@)vll = ]- oD L.

Sip1j = tro,/Q(Gh) = 1im & = 453 4 =1,
(2) se deduce de (1). 1

Teorema 4.1.6. Z[(p] = &€(Z)q,)-

Demostracion. Sea a € €(Z)g(c,), @ = ao+ai1p+ ... +ap_2g“£_2, a; €Q,i=0,...,p—2.
Sea s = a(, ®, vy =aCp, s=0,...,p =2, s =7 € &Z)g,) = tr(Bs —7) €Z

Ahora tr(Bs) —tr(y) = —ap—a1 — ... —as—1 + (p— 1)as —as—1 — ... —ap—2 +ap + a1 +
..+ ap—2 = pas por lo tanto pas € Z s = 0,...,p — 2 asi pa € Z[(,] = Z[)p). Entonces
existen bo, by, ...,bp—2 € Z tales que pa = by + b1y, + ... + bp,g)\g_Q, puesto que A, | p
Ap | bo, tomando normas, como by € Z se tiene Ng(¢,)/q(bo) = bg_l asi p | bg_l en 7,
entonces by = bip donde b € Z, por esto \P~1 | by, de esto se deduce que A2 | by
entonces A | by, de nuevo tomando normas se obtiene by € Z tal que by = bjp. Asi
sucesivamente se pueden encontrar b; € Z tales que b; = b;p, ¢ = 0,...,p — 2. Entonces
=0 +biAp + ... + b5\, que es un elemento de Z[A].

Claramente Z[Cp] C €(Z)g(c,)- T
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Proposicion 4.1.7. El ideal (\,) en Z[X\p] es mazimal, mas atin ZI\,]/(Ap) = Zy,.

Demostracion. Ya que Z[Ny] = €Z)q(c,), {A)zie,) = I{Nz,1z() Iz = [{p) Iz = p
= Z[N)/(Ap) = Zyp. |

Raices de la unidad en Q(¢,)

Definiciéon 4.2.1. Sea G un grupo finito, el exponente e(G) de G es el minimo entero

positivo tal que ge(G) = e para todo g € G. Sea o(g) el orden del elemento g.

Proposicion 4.2.2. Suponga G un grupo abeliano finito entonces 3g € G tal que o(g) =

e(9)-

Demostracion. Por el teorema de grupos abelianos finitamente generados, ver ([5] Teo
9.3), G 2 Zg, X Zgy X ... X Za,, dj | dy, j < k, entonces si g € G g% =identidad, asi
e(G) < ds. Por otro lado G tiene un subgrupo isomorfo a Zg4,, si h en un generador de

este = o(h) = ds, como o(h) < e(G) se sigue el resultado. {

Lema 4.2.3. Sea K un campo y sea K*, el grupo multiplicativo de K. Si G es un

subgrupo finito de K* entonces G es ciclico.

Demostracion. Sea n = e(G) entonces o = 1 Va € G, como 2" — 1, tiene a lo mas n
raices pot tanto | G |< e(G) entonces | G |= e(G), por el lema anterior 39 € G tal que
o(g) =e(G) =| G| = G =(g)- 1

Lema 4.2.4. Sea c un real positivo y K un campo de nimeros, entonces existe sélo
un nidmero finito de enteros algebraicos o en K tales que | ol?) |< ¢ para todos los

conjugados o) de a.

Demostracion. Sean = [K : Q], sea
si(z1,z2, . xn) =21+ 22+ oo + Ty

S2(x1, X2, ey Ty) = Ziq x; +
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Sn(X1, X9, oy Ty) = T1T2... 2T

las funciones simétricas elementales en n-variables.

Sea a un entero algebraico tal que | a? |< ¢ para todos sus conjugados o) sea
pa(z) = (z—aM)(z—a®)...(z—a™) el polinomio con raices los conjugados de a en K.
No es dificil ver que po(z) = 2" —s1(al, a?, ..., ™)z 4. +(=1)'s;(at, a?, ..., a™) "1+
ot (=) "z 29 2.

Ahora | si(at,a?,...;a") |< (mazi=1, n{| @@ [})? < ¢'. Como a es un entero algebraico,
si(al,a?,...,a™) € Z para todo i = 1,...,n. Sea m = max1—1,_,{c'}, solo existen finitos

polinomios en Z[z] tales que el valor absoluto de sus coeficientes es menor que m, por

tato solo existen finitos enteros algebraicos tal que | o) |< ¢ para todos sus conjugados.
t

Lema 4.2.5. Sea K un campo de numeros y sea o € K, a es raiz de la unidad si y solo

si | a® |=1, para todos los conjugados o) de o en K.

Demostracion. (=) es claro.
(<) Si | a® |= 1 para todos los conjugados de «, por el lema anterior el conjunto I' =
m n—m — 1

{a,a?,...,a", ...} debe ser finito, asi que existen n > m tales que o = o™ «

7

asi que « es raiz de la unidad. T

Corolario 4.2.6. Sea K como antes, el grupo de las raices de la unidad es un grupo
ciclico finito.
Definicién 4.2.7. Dado n un entero positivo, definimos ®(n) = ngn,(dm):l 1.

Dos propiedades importantes que se necesitardn de la funcién ® son las siguientes:

1. (n,m)=1= ®(nm) = P(n)®(m). Ver ([11] cap 4 Teo 20).

2. w € C, una raiz m-ésima de la unidad = [Q(w) : Q] = ®(m). Ver (|2] corolario 1
pg 195).

Proposicion 4.2.8. Sea R el grupo multiplicativo de raices de la unidad de Q((p),

entonces

R={*1,%(, ¢, .., ¢}
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Demostracion. R es un grupo ciclico de orden r, como —(, tiene orden 2p, 2p | r. Sea
a € R un elemento de orden r, Q(a) € Q((p) entonces [Q(«a) : Q] | [Q((p) : Q] entonces
O(r) | p—1. Ahorar =p*'m k> 1,m>2y (p*,m) = 1, ®(r) = p*~'](p — 1)@(m), por

lo tanto ®(m) =1,k —1=0,asiquem=2k=1yr=2p. |

Lema 4.2.9. Sea o € Z[(], o = ao—i-ale—Fang—&-...—|—ap_2C£_2, a; €Z,i=0,1,..,p—2,

pla=pla; Vi=0,1,....p—2.

Demostracion. Si p | a a = p(by + bi1(p + bg(g + ..+ bp72<'£72) (ap — pbo) + (a1 —
pb1)Cp + ... + (ap—2 — pbp_2)<5_2 = 0, como {1,(p, ...,(57?} son una base para Q(¢),

como Q-espacio vectorial a; — pb; = 0. T

Lema 4.2.10. Dados o, 3 € Z[(y] sip | (¢ — B) = p | @ — B, en otras palabras

a = fB(modp) @ = S(modp).
Demostracion. La conjugacion compleja deja invariante a p. T

Lema 4.2.11. Sean o1,qz,...,ay finitos elementos de Z[|(p) (a1 + ag + ... + a,)P =

o +ab + ...+ of (modp).

Demostracion. Es suficiente mostrarlo para dos. (a+ )P = oP + P + Zﬁ;ll ChaP=m3m,
es facil ver que p | CF para todo n = 1,...,p — 1 donde C}" denota (m#{'),k, entonces

(a+ B)P = aP + BP(modp). 1
Lema 4.2.12. Sea o € Z[(p] entonces of = a(modp), para algin a € Z.

Demostracion. Sea o = ag+a1(p+...+ap—o(pP~2 P = aﬁ+af§p”+...+a§72(Cp”)p_2(modp)

= o =ag+af + ... +ap_,(modp). {
Proposicion 4.2.13. Sea u unidad en Z[(p], 2 = C;f para algin k € {1,.,p— 1}.

Demostracion. Dado que o = 2 tiene norma 1, igual que todos sus conjugados, debe-
mos tener que = es una raiz de la unidad entonces £ = iC{; donde k € {1,.,p — 1}.
Supongamos u = —ﬂ(ff tomando potencias u? = —uP, haciendo congruencias modulo
p, existe a € Z tal que a = —a(modp) entonces p | 2a, como p # 2, p | a entonces
a = 0(modp) por tanto uP? = 0(modp), asi p seria una unidad de donde ), seria una

unidad, contradiciendo el hecho de Z[(p]/(A\p) = Zp. T



HOJA 44

4.3. Fermat Caso 1

Teorema 4.3.1. Dados x,y,z € Z tales que (z,y) = (z,2) = (y,2) =1 y dadop > 3

un primo reqular, si pfxyz = aP + yP # 2P.

Demostracion. Supongamos que xP +yP = 2P, esta ecuacion puede ser reescrita en Z[(p)

como:

(z+y)(@+ Gy @+ Qy)(x+ Ey) =2° (4.1)

ahora escribiendo (4.1) en términos de ideales

(x4 y)(x + yGp)( + y¢)) . (x +yB ™) = (2)P. (4.2)

Afirmacion 4.3.2. No eziste M € Max(Z[(p)) tal que Yk € {0,2,...,p—1} (x+y() C
My (x+y¢f) C M.

Si este M emistiera entonces y((jj — () € M por tanto —Cpy(1 — Cg_l) € M y por
(4.1.3) yA, € M, por otro lado (z + yCp) € M entonces M | (x + y(p) asi M | (z)P,
como M es mazimal M | (z), asi z € M. Ahora yp, z son primos relativos por hipdtesis,
por tanto existen m,n € Z tales que nyp +mz =1, p = X"y, uy invertible de Z[(p)
entonces ny)\pul)\gf2 4+ mz =1 entonces 1 € M, que es una contradiccion por lo tanto

M no existe.

Por lo anterior y por la factorizaciéon tnica en dominios de Dedekind se sigue que
(x + y(p) = IP para algun ideal I en Z[(p]. Como I? es la identidad en CI(Z[(,]) v p es
regular, I tiene que ser la identidad, entonces existe o € Z[(p] tal que I = (a). Luego
(x+y(p) = (aP), asi que existe u invertible en Z[(,] tal que z+y(, = ua?. Por (4.2.12) z+
yCp = ua(modp) para algtn a € Z. Tomando conjugacion compleja x—i—yfp_l = ua(modp)
entonces = + y(¢p = Z(x + ycp_l)(modp) asi por (4.2.13) x + y(p = C]’,f(:n + ygp_l)(modp)
para algin k € {0,1,...,p— 1}. Entonces x + y¢, = xC]’; + yCﬁfl(modp). Sik#1plxy

p | y, por lo tanto k = 1 entonces x = y(modp).
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Siguiendo un razonamiento totalmente analogo y notando que aP + y? = 2P implica que
2P+ (—2)P = (—y)P, obtenemos que © = —z(modp), como x = y(modp), P = yP(modp),
2xP = aP 4+ yP(modp) entonces 2aP = zP(modp) asi 2aP = —x(modp) lo cual implica que
3xP = 0(modp), como p > 3, 2P = 0(modp) entonces x = 0(modp), que contradice las

hipotesis. T
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5. Teoria Analitica de Numeros y Fermat Casoll

5.1. Los Numeros de Bernoulli

Este capitulo se inicia discutiendo dos antiguos problemas, el primero de ellos trata
de encontrar una formula para la suma de las potencias k-ésimas de los primeros n

naturales. Es bien sabido que :

Zn 1 _ n(n 1) Zn 1,2 _ n(n=1)(2n—1) Zn 1.3 (n(n—l))Q7

i=1 i=1 6 1= 2

asi la suma de las potencias k-ésimas de los primeros n — 1 naturales es un polinomio
en n, de grado k + 1. El problema era encontrar los coeficientes de este polinomio, Ja-
cob Bernoulli encontré estos coeficientes, debido esto son llamados los ntimeros de

Bernoulli.

Otro problema interesante era el siguiente: Si definimos para s > 1 Z(s) = ZZO_I %,
entonces jcual es el valor de Z(2m), m € N?. En 1734 Euler mostré que Z(2) = %-, mas

adelante logr6 encontrar el valor de Z(2m) para todo m, sin embargo el valor en 2m + 1
todavia es desconocido. Hay una relacion directa entre los numeros Bernoulli y Z(2m).
Mejor atin es que estos numeros dan las herramientas necesarias para determinar por un

calculo sencillo cuando un primo p es regular o no.

Definicion 5.1.1. La sucesién By, By, Ba, ..., se define inductivamente de la siguiente
forma: By = 1,(m+ 1)B,, = — ZZL:_Ol C"! By, donde CJ™ denota ﬁ Los By, se

conocen como los numeros de Bernoulli.

Lema 5.1.2. Si Y bty es la serie de potencias de f(t) = -5 entonces Ym € N
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Demostracion.

t=(e' — 1) Yoo bmby
t=3 oy &1 Do bm oy
t=> "m0 le:vzm 0
1=3"720 k+1'2m 0

1=3"0_ o (i eyt

L= Gy (Lo G o)™

igualando término a término obtenemos que by = 1y para todom > 1 ¢ +1 (o, Oty =
0 entonces Y ,-, C’,Tku = 0, por esto los b, satisfacen la misma recursion de B, y

bo=Bo 1
Definicion 5.1.3. Sy, (n) = S 16)™, m,n € N*,

Teorema 5.1.4. Dados m,n € N (m +1)S,,(n) = S 1, " Byn™ 1=k,

Demostracion.
n—1 n—1 oo ¢ oo n—1 m 00 sm
kt m _ m _
=2 (D K =D QK= Sn(n)—
k=0 k=0 m=0 m=0 k=0 m=0
Ahora
n—1
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0 ktlgk &0 mo oM k4 s m » »
- B, — = Cm B m—+1—n tm
S 3 S S e
Igualando el coeficiente de t™ se obtiene M: (m—ll-l)! S, ClH Bty ¢

Definicién 5.1.5. Dados r € Q\{0}, r = § (a,b) = 1 y p € Z primo definimos
Op(r) := ordy(a) — ordy(b) donde ordy(a) = ordy, ({(a)).

Lema 5.1.6. Dados r,s € Q\{0}, Op(rs) = Op(r) + Op(s).
Demostracion. Se sigue del hecho ordg,(rs) = ordy(a) + ord,(a) a,b € Z

Definicién 5.1.7. Sea p un primo en Z , un racional r se dice p-entero si r € Zp), la

localizacién de Z en p.
Note que r es p-entero si y solo si Op(r) >0

Definicién 5.1.8. Dado un primo p y r,s en el anillo de los p-enteros: r = s(modp™) <
Op(r—s)>n,nN.

k+l

Lema 5.1.9. Si(n) = 3 3o O Bk g1 -

Demostracidn. Por el teorema (5.1.4) (m + 1)S,,(n) = Y O Bn™+1=% dado que

= ML O™m entonces S, (n) = S OC'mB”m+1 i

m—+1 . . ‘. _
C; P | o haciendo la sustitucion k =

m — 1, en la ultima suma se obtiene el resultado. }

Lema 5.1.10. Sea p primo y k un entero positivo, entonces

+| %

1. &= es un p-entero.

k

2. &5 = 0(modp) para k > 2.
pE—2 .
3. kTrl es un p-entero si k>3 yp > 5.

Demostracion. (1) Para probar 1 es suficiente ver que p¥ > k + 1 esto se hara por
induccién en k. Si k =1 es claro.

Supongase p* > k+1 = k+2 <pF+1 < 2pF < phtl.
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(2) Si k > 2 entonces p* > k+1.Sik+1=p"q (p,q) =1 n > 0 entonces pk% > 1 por
k k
tanto k >n asi k —n > 1 k —n = op(&7) entonces %7 = 0(modp).

F=26i k >3y p>5, asu vez se concluye

= 0(modp). T

(3) Inductivamente se puede ver que k+1 < p

k—2—n k—2—n

P es p-entero y 2

que k — 2 > n entonces

Proposicion 5.1.11. Sea p un primo y m un entero positivo. Entonces pBp, es un

p-entero. Sim es par mayor o igual que 2, pBy, = Sy (n)(modp).

Demostracion. Como Sy (p) = pBm + > 1y C;”Bm_k% para probar que pB,, es p-
k

entero es suficiente probar que C’,’canm_/rg/,f—_s_1 es p-entero para todo k= 1,...,m.

Probemos por induccién en m que pB,, es p-entero. El caso base claramente se cumple,

ahora supéngase que pBj es p-entero para 1 < k < m, por la parte 1 del lema anterior
k k

w7 es p-entero entonces Cy'pBy,— k757 es p-entero para 1 <k < m.

Para establecer la congruencia es suficiente mostrar que Op(Cglme,kkp—fl > 1 para

1<k<m.

Sik=10,(FpBm-1p) = Op(§) + Op(pBm-1) +1 > Op(%§) + 1, como m es par esto

es mayor o igual a 1.

Sik>2O0,(C'p mk+1) > Op(#7 ) > 1 por la parte 3 del lema anterior. }

Congruencias y criterio de regularidad

Lema 5.2.1. Sea p un primo. Entonces Sp,(p) = 0(modp) si p—11 m y Sn(p) =

—1(modp) sip—1|m.

Demostracion. Sm(p) = > h_; Yk™ sip—1|m entonces kP! = 1(modp) V1 < k < m
por tanto Sy, (p) = p — 1(modp) entonces Sp,(p) = p — 1(modp).

Sea g un generador del grupo ciclico Z,- tal que 1 < g < p, > 7_; LEm = i;i 9" (modp)
entonces (¢™—1)Sm(p) = ¢g™®~Y —1 = 0(modp), si p—1 1 m, g™ —1 % 0(modp) entonces

Sm(p) = 0(modp).

Teorema 5.2.2. (Claussen, Staudt) Sea m un entero positivo Boy, = Aoy, — Epfl\%n%

donde Aoy € Z y la suma es sobre los primos p tales que p — 1| 2m.
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Demostracién. Sea n un entero positivo par y definamos A,, := Bn+zp—1\n %, P primos.

Caso 1: Sea q primo tal que g — 11 B,,, entonces B, es un g-entero ya que ¢B, = S,,(q)
0(modgq), de otro lado %D es g-entero para todo primp p tal que p # q. Asi A, es g-entero
para todo ¢ tal que ¢ — 1 {n.

Caso 2: Sea ¢ primo tal que g—1 | n entonces A,, := Bn+%+2 como g—1 | n,

1
p—1|n,p#q p°
Sn(q) = —1(modq), y como ¢B,, = Sy,(q)(modq), ¢B, = —1(modq), asi por definicion
O4(gBy, + 1) > 1. Ahora Oy4(B,, + %) = O4(¢B, + 1) + Oq(%) = 04(¢By,+1)—-1>

1-1=0= B, + % es un g-entero entonces A, es un p-entero para todo primo p =

Ap € mpESpec(Z) =7 T

Siguiendo en el camino de las propiedades de los numeros de Bernoulli se tiene la
congruencia de Kummer, llamada asi debido a su autor.

Teorema 5.2.3. Sip es un primo impar y p— 141 m, m un entero positivo par entonces

Bm
m

Bm+P*1 — Bm
m+p—1 = m

Ver ([2]Teo 5 pg 239).

es un p-entero y (modp).

Los siguientes resultados, también de Kummer, permiten relacionar intimamente
los primos regulares con los numeros de Bernoulli, sus pruebas requieren sofisticados
métodos del andlisis complejo los cuales no son el propésito de este trabajo, si se quiere

profundizar en el tema puede remitirse a ([4] Corolario al Teorema 2,Teorema 3 pg377).

Teorema 5.2.4. (Kummer) Un primo p > 3 es reqular si y solo si el numerador de los

numeros de Bernoulli { Bz, By, ..., By_3} no es divisible por p.

Teorema 5.2.5. (Lema de Kummer) Sea p primo regular, dada una unidad € € Z[(p),

si € = a(modp) para algin a € Z existe €y € Z[(p) tal que € = €).

Fermat Caso 11

Después que Kummer desarrollara su teorfa del grupo de clases de ideales y con esta

pudiera inventar los primos regulares, Kummer llegd lo mas cerca que ninguno antes
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de el hubiese logrado en la bisqueda de respuesta al UTF, lamentablemente el mismo

habria de demostrar que a su avance le faltaban infinitos casos por cubrir.

Teorema 5.3.1. Dado un numero primo p > 3, si p es reqular xP + yP # 2P, para

numeros x,vy, z todos distintos de cero.

Demostracién. Supongamos que existen x,y,z € Z tales que zP + yP = 2P y xyz # 0.
Asumamos que z,y, z son primos relativos , dado que el caso 1, ya se ha probado, pode-
mos asumir que uno y sélo uno de x,y, z es divisible por p, sin perdida de generalidad,
supongamos z. Por lo tanto existe zg € Z tal que z = 2zpp™, con n > 1y (29,p) = 1
entonces 2? + y? = 2lp™P. Sabemos que en Z[(,], p = )\gflu u invertible en Z[(p]. Por
lo tanto 2P 4+ 4P = 28(\,)"P~Va,. Notese que (p — 1)n > 1 asi en Z[(,] tenemos una

ecuacion del tipo

P + " = 25(Ap) "up (5.1)

u invertible, x,y, 29 no divisibles por A, y m > 1. Tomemos una de estas ecuaciones

tal que m sea minimo, sabemos que en Z[(,] esta ecuaciéon puede ser escrita como

p—1
[ +y¢) = X, (5.2)
i=0
pasando a ideales tenemos
p—1
[T +v6) = ()P )™ (5.3)
i=0

como mp > 0, () divide al menos algin (x+y¢}) , como £ +y¢), = x —|—ng - Cg(l -

Ty, (Ap) divide a todos los términos en el producto.

es diferente a la

j
Afirmacion 5.3.2. Sea 0 < j < i < p—1 entonces la clase de %i’f”

de x + y¢) modulo (\p).
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Demostracion. Si las clases fueran iguales se tendria que )\IQ) | ¢J(1 — ¢,7)y por tanto

Ap | ¥ , contradiciendo las hipotesis. t

Con esto y ya que Z[(]/(\p) = Z, tenemos que uno y sélo uno entre fo\ZCP;

it = 0,...,p — 1 es divisible por A, o ,equivalentemente, uno y sélo uno entre = + yCZ’;
es divisible por )\g. Sin perder generalidad podemos suponer que es z + y, ya que en la

ecuacion original puedo cambiar y por y(,.

De la afirmacién se deduce que:
ordy, ([T (x + yG)) = ordy, ((x + ) + ordy, ([T (@ + yG)) = ordy, (& +y) +
f:_ol ordy, ((z + ny)) =ordy,((z+y))+p—-1>22+p—-1=p+1

como ordy, ((Ap)""(20)F) = mp entonces m > 1

Sea M = (z) + (y), se tiene que M € () ya aue (z) & (A) v (4) & (). Co-
mo M + (\,) = (1) y (z +y¢}) € M se cumple que (\p)M D (z + y¢) por tanto
(z+yC) = (\p)MA; parai = 1,..,p— 1y A; ideales tales que A; + () = (1). Co-
mo ordy((20)"(\p)™) = mp y ordy(I[)=} (@ + y(j)) = p — 1 tenemos que (z +y) =
(Ap)Pm=DFIAT Ay con Ag + (N,) = (1).

Afirmacion 5.3.3. A;+A4;=(1) ,i#j

Demostracion. Supongamos que existen ideales M;; = A;+A; , i > j. Entonces x—l—y(zij ,
z+y¢}, pertenecerfan a (\,) M M;; asi z(1— 1§,’;_j) y y/\{;(l — 1(;;_j) estarian en (\p) M M;;
entonces (Ap) M M;; dividiria a (x)(Ap) v (y)(Ap) por tanto M M;; dividiria tanto a (x)
como a (y) entonces MM;; = M por lo tanto M;; = (1). 1.

De lo anterior obtenemos Mp<)\p>mp]_[f;01 A = (Ap)P™(20)? como los A; son coprimos

existen B; ideales tales que A; = BY para todo i, i =0,1..,p—1
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Sea Cj ideal tal que BoCj es principal, multiplicando (5.4) por (CoB;)P v (5.5) por

p)Pm =D (ag)? donde (ag) = CoBy obtenemos

(& + yG) M)V {a0)? = (2 + y) (BiCo)” (5.6)

,Jparat=1,..p— 1.
Entonces (B;Cp)? es principal, como el primo p es regular (B;Cp) es principal en-

tonces (B;Cp)=(a;). Notese que o & (Ap) con i =0,..p — 1. Asi obtenemos

(@ +yCh) AP Vb = (z + y)alu; (5.7)

con u; invertibles para i =1,..,p — 1.

Consideremos la siguiente ecuacién que es claramente cierta

(= 4+ yG)(L+ () — (@ +y¢)) = Gz +y) (5.8)

(m—1)

si multiplicamos esta ecuacién por \j aP y utilizamos (5.7) con i = 1,2 llegamos a

(14 ¢)(z +y)afur — (2 + y)abus = ((x + y))\g(m_l)ao (5.9)

que es equivalente a

(1+ Gafur — abuy = AL™ Vayg (5.10)

reescribiendo obtenemos

of + uzah = ug ™ Hap (5.11)

donde uz = ﬁgil) y ug = ﬁ;’ﬂ) Dado que p(m — 1) > p, o + uzah =

0(mod(A\,)P) como as &€ (N\,) v (A\,) es maximal, (ag) 4+ (A\,)? = (1) entonces o + ug =
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0(mod(p),)) por tanto us = —af(modp) y us = a(modp) para algin a en Z, se sigue

del lema de Kummer que existe us € Z[(,] tal que uz = uf por tanto
ol + (usa)? = U4>\p(m Do of (5.12)

que es una ecuacién del tipo (5.1), pero con el exponente de M) igual a m — 1,

contradiciendo la minimalidad de m. {

Irregulares e Infinitud

Habiendo mostrado la valides de UTF en el caso de los primos regulares, Kummer
se encuentra con que hay infinitos primos no regulares, peor atn no logra demostrar si

hay infinitos regulares o no. Hasta el momento esta es una pregunta sin respuesta.

Teorema 5.4.1. Bs,, = (—1)m+12(gi?2),!n Z(2m)

Demostracion. La prueba de esto necesita un resultado clasico del anéalisis:

cot(x) = — —2 Z n27r2 — (5.13)
multiplicando por x
oo (l 2
x cot(x _1—22n22 — :1—22% (5.14)
n=1 nm
utilizando la expansién en serie geométrica
o0
n= 1 m=1 m=1n= 1
(5.15)
de otro lado como cos(x) = M , sin(z) = em_fm podemos ver que x cot(x) =

ix 4 2 Zix—i—ZZO:OBnm—l‘FZZOQB (2 ) lo que implica

e2r— n!

) Z 2 2m i Bt 2“” (5.16)

comparando los coeficientes de 2™ en ambas series obtenemos el resultado f
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Corolario 5.4.2. | BQ%" |— 00 si m — 00.
> 2(2m)! . .
Demostracion. Claramente z(2m) > 1 entonces | Bay, |[> % de la expresion en serie

2(2m)2m
(2me)2m

de e® es obvio que " > L Vn > 1 por tanto | Boy, |> = 2(2)2m — oo si

m — oo. T
Definicion 5.4.3. Un primo p es irregular si no es regular.

Teorema 5.4.4. El conjunto de los primos irregulares es infinito.

Demostracion. Supongamos que este conjunto es finito, sean py, pa, ..., px sus elementos.

Sean =m(p;—1)(p2—1)...(pr — 1) con m par, como Bsz — oo cuando r — 00, podemos

escoger m lo suficientemente grande para que | % |> 1. Sean uy,,v, enteros tales que

% =2y (un,vn) = 1 encojase un primo p tal que p | up, si p — 1 | n, por (claussen,

staud) p | v, contradiciendo que (up,v,) = 1 entonces p—1{nyp#p;, i =1,2,..,k

yp#2

Dado s =n(mod p—1) con 0 < s < p—1 por lo anterior s es par entonces 2 < s < p—3,

B, — B

por la congruencia de Kummer =2 = =<(mod p), ya que Op(% — Bm

“m) > (0 entonces

Op(%") > 0, Op(%") = Op(By,) > 0 como 2 < m < p— 3 por el lema de Kummer p es
irregular entonces no pueden haber finitos irregulares.

f
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