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0.1. INTRODUCCIÓN

El matemático Frances Pierre de Fermat1, mantuvo intrigados durante mas de tres

siglos a los matemáticos de todo el mundo a raíz de una nota que dejó en el margen

de su copia de la arithmetica de Diofanto2, un clásico de la matemática griega. En ella,

Fermat a�rmaba que la ecuación Xn + Y n = Zn no tenía soluciones en números enteros

X,Y, Z diferentes a cero, salvo para n igual a 1,2. "He encontrado una demostración

maravillosa para este problema, pero el margen es muy pequeña para escribirla", anotó.

Todo esto ocurrió a mitades del siglo XVII. Tiempo después, muchos matemáticos

se pusieron en la tarea de probar esta a�rmación que resistió a ser probada por mas de

tres siglos. Esto en realidad es algo asombroso, dado que el enunciado es muy sencillo de

entender, hasta para una persona que no este en el ambiente de las matemáticas, para

mí lo que hizo interesante el problema fue, precisamente esto: que algo tan sencillo fuera

un reto para muchos de los hombres mas brillantes.

Bueno la pregunta que se debe plantear es la siguiente: ¾un problema como este

aporta algún conocimiento matemático?, no sólo la satisfacción de resolver un problema

difícil, este es el punto más interesante del problema, la riqueza de las teorías dejadas

por los hombres que se enfrentaron a este problema, entre ellos Kummer3, quien pensó

abstraer las propiedades fundamentales de Z y crear extensiones de Z mismo donde

se cumplan la mayoría de ellas, para así poder tratar de encontrar soluciones a esta

ecuación, en este punto Dedekind4 jugó un papel muy especial ya que el desarrolló una

teoría completa sobre el comportamiento de estas extensiones. Estas extensiones son las

que llamaremos anillos de Dedekind, donde fundamentalmente se cumplen propiedades

de factorización única similares �no iguales� a las de Z.

Para el siglo XVIII se conocía que para n = 3 y n = 4 la a�rmación era cierta,
1Pierre de Fermat (1601-1675), Frances
2Diofanto de Alejandría Siglo 2 A.C
3Ernst Eduard Kummer (1810-1893), Alemán
4Julius Wilhem Richard Dedekind (1831-1916), Alemán
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esto gracias a Euler5 y el método del descenso in�nito de Fermat. Fermat comenzó

suponiendo una solución hipotética en el caso n = 4, examinando las propiedades de esta

solución Fermat demostró que existiría otra solución mas pequeña. Luego, examinando

esta nueva solución, Fermat podía demostrar que tendría que haber otra solución aún

mas pequeña que la anterior, y así sucesivamente, por tanto Fermat logró encontrar una

cadena descendiente de enteros positivos lo que es imposible. Esta contradicción mues-

tra que la suposición inicial de solución era falsa. Resueltos los casos 3, 4, se puede ver

mediante un razonamiento sencillo es fácil ver que es su�ciente probarlo para los primos

mayores o iguales a cinco.

La Prueba del caso 3 elaborada por Euler, introducía en el problema extensiones

de Z y numeros complejos, por esto estudiaré los anillos Z [ζp] extensiones de Z que

son Dedekind, estas extensiones de los enteros no necesariamente cumplen factorización

única en irreducibles �DFU�, sin embargo muchos matemáticos lo supusieron, entre ellos

el más famoso Lamé6, quien paso una prueba errónea del teorema de Fermat asumiendo

�DFU� lo cual no era cierto. El primer contra-ejemplo fue encontrado por Kummer para

p = 23 (ver [9] Capitulo 1), así Kummer desarrolló su teoría de las clases de grupos sobre

dominios de Dedekind, de�nidos por una relación de equivalencia sobre los ideales del

anillo y una operación con la cual obtenía un grupo. Es muy llamativo el hecho de que

para anillos de Dedekind el orden del grupo es �nito; que es el gran teorema de Kummer.

Ahora, la aplicación de esto es importante para UTF �Ultimo Teorema de Fermat� , ya

que si denotamos por Hp el orden del grupo sobre Z [ζp] si p no divide a Hp se cumple

UTF. A esta clase de números se les conoce como primos regulares, sin embargo existe

un inconveniente y es que se conoce que hay in�nitos primos no regulares, por ejemplo

37, 59, 67 estos sólo en los primeros cien números.

Este documento esta elaborado con el �n de mostrar en un contexto histórico como

con las ideas desarrolladas por Euler y la teoría desarrollada por Kummer, se puede
5Leonard Euler (1701-1783), Suizo
6Gabriel Lamé (1795-1890), Frances
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abrir un camino totalmente algebraico para llegar a la demostración de UTF para primos

regulares.

En el capítulo uno, se dan pruebas algunas de las preguntas que Fermat dejó sin resolver.

Esto, con el �n de ilustrar al lector como se tratará el UTF en los capítulos �nales.

En los capítulos dos y tres se elabora con todo el detalle (esperando complementar los

textos actuales), toda la maquinaria necesaria en pruebas posteriores. En los capítulos

�nales es presentada una clasi�cación muy detallada del anillo Z[ζp], aclarando cualquier

duda que el lector haya podido encontrar en otros textos. Todo esto para al �nal mostrar

pruebas de UTF en el caso regular.

Finalmente se introducen los numeros de Bernoulli, para con estos dar una herramienta

sencilla de veri�cación de cuando un primo es regular o no.
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1. Problemas de Fermat

Mirando en el pasado podemos ver que el UTF no fue el único problema que hizo

celebre a Fermat, su fama se vio verdaderamente con�rmada gracias a una serie de retos

matemáticos. Por ejemplo, Fermat observo que el número 26 se halla entre los números

25 y 27, uno de los cuales es un cuadrado y el otro un cubo. Buscó otros números

en medio de un cuadrado y un cubo pero no halló ninguno, y sospecho que 26 era el

único. Esta propiedad de 26 se puede expresar fácilmente como 25+2=27 es la única

solución en números enteros de x2 + 2 = y3, años después esta ecuación se le conocería

con el nombre de ecuación de Bachet. Al parecer como en UTF Fermat no dió prueba

alguna de haber encontrado una demostración a su a�rmación de 26, sin embargo Fermat

comunicó esta propiedad única del número 26 a la comunidad matemática y luego los

retó a demostrar que era cierta. Abiertamente Fermat a�rmó que él mismo tenia una

demostración; la pregunta era, sin embargo, ¾tenían otros el ingenio para encontrarla

también? A pesar de la simplicidad del enunciado, parecía ser que la demostración era

bastante complicada, y Fermat se deleitó especialmente desa�ando al matemático inglés

Wallis, quien �nalmente tuvo que declararse derrotado, no solo con este problema si no

además, con uno muy similar también propuesto por Fermat; 6 esta dos adelante de

4 y dos atrás de 8, un cuadrado y un cubo, al igual que 6, 123 también cumple esta

propiedad según Fermat 6 y 123 son los únicos con esta propiedad.

En este capítulo se elaboran pruebas a los retos que Fermat propuso a Wallis, muy

seguramente el estilo de estas pruebas no sería el utilizado por Fermat, si él en verdad

resolvió estos problemas. Si no mas bien algo al estilo de Euler quién introdujo los

complejos con el caso n = 3 de UTF.
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1.1. La Ecuación x2 + 2 = y3

Nótese que x2 + 2 = (x − √−2)(x +
√−2), así pues lo mas lógico para estudiar

esta ecuación seria considerar el anillo Z
[√−2

]
:=

{
a + b

√−2 : a, b ∈ Z}
. Lo primero

es veri�car si es dominio Euclidiano. Sea α = a + b
√−2 un elemento de nuestro anillo y

de�nimos la valuación N(α) = αα ∈ Z , claramente N es multiplicativa, ahora veamos

que N es una valuación euclidiana. Sean α = a+b
√−2, γ = c+d

√−2, γ no cero, a, b, c, d

enteros. Sea α
γ = r + s

√−2 y encuéntrense dos enteros m y n tales que |r −m| ≤ 1
2 y

|s− n| ≤ 1
2 . Es claro que siempre se les puede encontrar tomando parte entera de r o

r+1. Sea β = m+n
√−2 y considérese N(α

γ −β) = (r−m)2+2(s−n)2 ≤ 1
2 + 1

4 = 3
4 < 1,

de aquí y por N ser multiplicativa se pude concluir que N(α−γβ) < N(γ), por lo tanto

N es una valuación euclidiana. Con un poco de congruencias básicas se puede ver que si

(x, y) son solución a nuestra ecuación los dos deben ser impares1, por otro lado si N(λ)

es primo entonces λ es irreducible, así que
√−2 es irreducible en Z

[√−2
]
, y dado que

este es un D.I.P,
〈√−2

〉
es maximal. Lo siguiente a probar es que si (x, y) es solución

entonces (x−√−2) y (x+
√−2) son coprimos, para ver esto sea π un divisor irreducible

de ambos, entonces π dividide a 2
√−2 = −(

√−2)3 como π es irreducible que equivale

a primo en D.F.U entonces π|√−2 con lo que obtendríamos
〈√−2

〉 ⊆ 〈π〉 y entonces π

y
√−2 son asociados, por tanto N(π)=N(

√−2)2. Puesto que π|y3 tomando normas se

obtendría 2|y6 lo que es una contradicción, así que (x−√−2) y (x+
√−2) son coprimos

y como estamos en un D.F.U y están igualados a un cubo cada uno debe ser un cubo,

así que existen enteros p,q tales que (x +
√−2) = (p + q

√−2)3. Resolviendo este cubo,

(p + q
√−2)3 = (p2 + 2pq

√−2− 2q2)(p + q
√−2) = (p3 + 2pq2

√−2− 2pq2 + qp2
√−2−

4pq2−2q3) = p3−2pq2−4pq2 +(2p2q+p2q−2q3)
√−2 = p(p2−6q2)+q(3p2−2q2)

√−2

que igualando las correspondientes partes dá:

x = p(p2 − 6q2) (1.1)

1 = q(3p2 − 2q2) (1.2)

1tome congruencias módulo dos y después modulo cuatro
2si α es unidad N(α) = 1
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De (1.2), q es 1 o −1, pero si fuera −1 p no sería entero, así que q = 1 de donde p

es 1 o −1, y así x toma los valores 5 o −5. Reemplazando en la ecuación original vemos

que solo existen las soluciones (5, 3) y (−5, 3).

1.2. La Ecuación x2 + 4 = y3

Se puede probar que Z
[√−1

]
es un dominio euclidiano siguiendo un procedimiento

similar al utilizado con Z
[√−2

]
.

Supongamos que x, y son soluciones enteras de x2 + 4 = y3, por el pequeño teorema

de Fermat, tenemos que x ≡ y(mod 2).

Caso 1: x, y impares.

x2 + 4 = y3, muestra que x, y deben ser primos relativos, es decir 〈x, y〉 = 1. Notese que

en Z[i] el lado izquierdo de la ecuación se pude factorizar como (x + 2i)(x− 2i).

A�rmación 1.2.1. x + 2i, x− 2i son primos relativos.

Demostración. Sea π irreducible que divide a los dos entonces π|4i. Como 4i = (1 −
i)4(−i) y π es irreducible π|(1− i) entonces 〈1− i〉 ⊆ 〈π〉 y como 1− i es primo3 entonces

〈1 − i〉 es maximal; por lo tanto 〈1 − i〉 = 〈π〉. Así que 1 − i|x + 2i y entonces 1 − i|x.
Tomando normas, 2|x2, lo cual contradice la paridad de x. Por tanto x + 2i y x − 2i

son primos relativos. Como Z[i] es DFU y su producto es un cubo cada uno es un cubo,

pues toda unidad es un cubo en Z[i] (i = (−i)3, −i = (i)3, −1 = (−1)3, 1 = (1)3), así

que existen a, b ∈ Z tales que (x + 2i) = (a + ib)3. Desarrollando el cubo:

x = a(a2 − b2)− 2ab2 (1.3)

2 = b(3a2 − b2) (1.4)

En (1.4) hay solo cuatro posibilidades para b que son {2,−2, 1,−1}.
i) Si b = 2, 3a2 = 5, contradicción.

3N(1− i) = 2
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ii) Si b = −2, a = {1,−1}.
iii) Si b = 1, a = {1,−1}.
iv) Si b = −1, 3a2 = −1, contradicción.

Así los únicos casos posibles son (ii), (iii).

Reemplazando en (1.3) lo obtenido en el caso (ii), x = +11, y reemplazando en (1.3) lo

obtenido en el caso (iii) x = +2, lo cual contradice la paridad.

Se sigue que las únicas soluciones para esta caso son:(11, 5), (−11, 5). †
Caso 2: x, y pares.

Entonces x = 2x0 y = 2y0 para algunos enteros x0, y0 tales que x2
0+1 = 2y3

0. Claramente

x0 es impar , y y0 también, de lo contrario −1 seria un cuadrado modulo 4. Entonces

x0 = 2k + 1 para algún entero k, como (x0 + i)(x0 − i) = 2y3
0 se tiene que (2k + 1 +

i)(2k+1− i) = 2y3
0, entonces (1− i)(1+ i)((1− i)k+1)((1+ i)k+1) = 2y3

0, cancelando el

2 ((1− i)k +1)((1+ i)k +1) = y3
0. Haciendo α = ((1− i)k +1) β = ((1+ i)k +1) se tiene

que β + iα = 1− i, como 〈1− i〉 es maximal entonces 〈α, β〉 = 〈1〉 o 〈α, β〉 = 〈1− i〉. Si
〈α, β〉 = 〈1− i〉, 1− i|y3

0. Tomando normas 2|y6
0 entonces 2|y0 contradicción. 〈α, β〉 = 〈1〉

implica que cada uno es un cubo, así que existen (a, b) ∈ Z tales que (1−i)k+1 = (a+ib)3

y k + 1− ki = (a + ib)3 .Igualando parte real e imaginaria:

k + 1 = a(a2 − 3b2) (1.5)

k = b(3a2 − b2) (1.6)

Restando las ecuaciones,

a3 − 3ab2 − 3ba2 + b3 = 1

a3 + b3 − 3ab(a + b) = 1

(a + b)(a2 − ab + b2 − 3ab) = 1

(a + b)[(a + b)2 − 6ab] = 1

Dado que a, b son enteros a + b = +1 en cuyo caso (a + b)2 = 1

i) Si (a + b) = 1 , 1− 6ab = 1 entonces ab = 0

ii) Si (a + b) = −1 , 6ab− 1 = 1 entonces 6ab = 2, contradicción.
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así lo único que nos queda es ab = 0, a = b = 0 es imposible ya que a + b = 1.

Si b = 0 por (1.6) k = 0, reemplazando en (1.5), a3 = 1 entonces a = 1.

Si a = 0 por (1.5) k = −1, reemplazando en (1.6), −b3 = −1 entonces b = 1. Así los

únicos valores posibles para k son −1, 0, de donde x0 = +1 y x = +2, reemplazando en

la ecuación original 4 + 4 = y3 y y = 2. Así en general las únicas soluciones en enteros

de x2 + 4 = y3 son (+11, 5), (+2, 2).

1.3. Fermat y el Descenso

Ahora pensando en el UTF, aunque Fermat no probó su a�rmación, si abrió un

camino con su prueba para la ecuación x4 + y4 = z4, dando a conocer su método del

descenso in�nito. Este método consiste en suponer una solución ligada a un natural y

mostrar que si esta existe existiría otra en la cual el natural seria menor, esto implicaría

una sucesión decreciente in�nita de numeros naturales, lo que es imposible.

Notese que dados n,m enteros tales que n|m si xn + yn = zn no tiene solución en

enteros x, y, z diferentes a cero , tampoco la ecuación xm + ym = zm. Dado lo anterior

y que todo entero n > 2 se factoriza como producto de primos impares o múltiplos de 4

es claro que UTF es equivalente a que

xp + yp = zp (1.7)

no tenga soluciones no triviales con p primo impar. En este punto, por simpli�car el

trabajo, es conveniente separar el problema en 2 casos:

Caso I: p - xyz.

Caso II: p | z y p - xy.

El caso I es mucho más sencillo que el II. Esto es claro en el caso de la ecuación

x3 + y3 = z3, (1.8)
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ya que todo cubo no congruente a cero módulo 3 es congruente a +1 módulo 9. Por

tanto si 3 no divide a ninguno de x, y, z al cumplirse (1.8) claramente tendríamos una

contradicción.
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2. Dominios de Dedekind

Gracias a la fama que había tomado el UTF a inicios del siglo IXX la Academia

matemática Francesa ofreció una serie de premios, entre ellos una medalla de oro y una

gran cantidad de francos a aquel que pudiese demostrar o refutar el UTF. Así París se

llenó de rumores de quién podría estar tratando y que estrategia estaría utilizando para

resolver el problema. Luego, en marzo de 1847, se celebró en la Academia una reunión

que pasaría a la historia.

Gabriel Lamé, que unos años antes había demostrado el caso 7, tomó el estrado

frente a los más eminentes matemáticos de la época y proclamó que estaba a punto de

demostrar el UTF, tan pronto como Lamé abandonó el estrado, cauchy1, otro de los

grandes matemáticos de su época anuncio que el también estaba muy cerca de lograr

una demostración.

Luego unos pocos meses después, se hizo un anuncio que puso �n a toda especulación.

Joseph Liouville2 sorprendió a toda la audiencia al leer el contenido de una carta ela-

borada por Kummer quien llevaba algún tiempo estudiando los métodos que utilizaban

Lamé y Cauchy. Para Kummer los estudios de ambos hombres los estaban dirigiendo al

mismo callejón sin salida, y en su carta explicaba sus razones.

De acuerdo con Kummer, el problema fundamental de Cauchy y Lamé, era que ellos

asumieron que las propiedades de factorización de los enteros seguían siendo validas en

extensiones de ellos. Kummer logró demostrar que esto no era necesariamente cierto,

esto se convirtió en un error fatal para Cauchy y Lamé.

Debido a su descubrimiento, Kummer entendió que era importante estudiar el com-
1Agustín Lois Cauchy(1789-1857) Frances
2Joseph Liouville(1809-1882) Frances
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portamiento de las extensiones de los enteros. Por tanto, en este capítulo se presenta un

resumen de muchos de los resultados del álgebra conmutativa que se necesitarán en capí-

tulos posteriores. Resultados sobre módulos, localizaciones, dimensión de Krull3 , anillos

de Dedekind y en estos principalmente se dá una prueba de factorización única de

ideales.

2.1. Módulos

De�nición 2.1.1. Si A es un anillo, un A-módulo M es un grupo abeliano que se

comporta en forma semejante a un espacio vectorial donde A hace las veces de campo

escalar. Siendo precisos, M es un A-módulo si para todas α, β en A y todas m,n en M

1m = m

(αβ)m = α(βm)

(α + β)m = (αm) + (βm)

α(m + n) = (αm) + (αn)

Ejemplo 2.1.2. Todo grupo abeliano es un Z-módulo, todo K-espacio vectorial es un

K-módulo.

De�nición 2.1.3. Un A-módulo se dice libre si tiene una base, donde base es un

conjunto generador A-linealmente independiente. Se puede probar que el cardinal de la

base es único, así podemos hablar de la dimensión del A-módulo libre como el cardinal

de la base.

De�nición 2.1.4. Un homomor�smo de A-módulos es un mor�smo F de grupos tal

que F (αm) = αF (m) para todas α en A y m en M

De�nición 2.1.5. Dados tres A-módulosM,M1,M2, una sucesión de homomor�smos

f , g M1 f−→ M g−→ M2 se dice exacta si Ker(g) = Im(f) y semi-exacta si Im(f) ⊆
Ker(g).

3Wo�gang Krull (1899-1970) Alemán
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De�nición 2.1.6. Un anillo A se dice Noetheriano4 si cumple cualquiera de las sigu-

ientes equivalencias:

1. Todo ideal de A es �nítamente generado.

2. Cualquier cadena creciente de ideales es estacionaria (condición de cadena ascen-

dente)

3. Todo conjunto de ideales no vació tiene un elemento maximal.

De�nición 2.1.7. Un A-módulo M se dice Noetheriano si todo A-submódulo de M
es �nítamente generado.

La siguiente proposición es una generalización de un hecho de la teoría de grupos:

todo subgrupo de un grupo abeliano �nitamente generado es �nitamente generado. Para

una prueba de esta ver ([1], Capítulo2)

Proposición 2.1.8. Dado A un anillo Noetheriano, si M es un A-módulo �nítamente

generado, entonces M es Noetheriano.

Corolario 2.1.9. Dados A ⊆ B dos anillos, si A es Noetheriano y B es �nitamente

generado como A módulo entonces B es un anillo Noetheriano

Demostración. Tome I un ideal en B, éste es claramente un A-submódulo del A-módulo

B. Por la proposición anterior I es un A-submódulo �nítamente generado y como A ⊆ B
entonces I es un ideal �nitamente generado. †

2.2. Clausura Entera.

De�nición 2.2.1. Sea D un subanillo de un anillo R. Un elemento r ∈ R se dice entero

sobre D si existe p(x) ∈ D [X] mónico tal que p(r) = 0

De�nición 2.2.2. Sea D un subanillo de un anillo R, R es una extensión entera de

D si solo sí todo elemento de R es entero sobre D.
4Amalie (Emmy) Noether (1882,1935) Alemana
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Proposición 2.2.3. Sea D un subanillo de un campo K. Sea k ∈ K. Las siguientes son
equivalentes:

1. El elemento k es entero sobre D.

2. El subanillo D [k] de K, es un D-modulo �nitamente generado.

3. Existe un D-submódulo M de K �nitamente generado tal que kM⊂M.

Demostración. 1 ⇒ 2, 2 ⇒ 3 son claros. Ahora 3 ⇒ 2 : Sea (ei)i={1,2...,n} un conjunto

generador para M, como por hipótesis kM ⊂M se tiene que kei pertenece a M para

todo i ∈ {1, 2..., n} así
[
kei =

∑
dijej

]
(2.1)

, dij ∈ D 1 ≤ i, j ≤ n. Sea D la matriz (dij) y sea N la matriz (ei), en notación matricial

(2.1) dice que kN T = MN T . Así la matriz kI−M es singular �I es la matriz identidad�

por esto det(kI−M) = 0, luego si tomamos p(x) = det(xI−M) ∈ D [X] obtenemos un

polinomio mónico con coe�cientes en D que anula a k de donde se sigue el resultado. †

Corolario 2.2.4. Sea D un subanillo de un campo K , el conjunto de los elementos de

K enteros sobre D forman un anillo.

Demostración. Las únicas propiedades no triviales de probar son la cerradura bajo suma

y producto. Así, sean r, s en K enteros sobre D, por la proposición anterior D [r], D [s] son

D-módulos �nítamente generados por esto, el D-módulo D [r, s] será tambíen �nítamente

generado. Entonces utilizando que rsD [r, s] ⊆ D [r, s] y que (r + s)D [r, s] ⊆ D [r, s]

obtenemos que (r + s) y rs son enteros sobre D. †

De�nición 2.2.5. Sea D un subdominio de un campo K. El anillo C(D)K de elementos

enteros de K sobre D se conoce como la clausura entera de D sobre K. Cuando

K = Q(α) , para algún α algebraico C(Z)K se denomina el anillo de enteros de K.

De�nición 2.2.6. Un dominio D es íntegramente cerrado si y sólo si D = C(D)Q(D)

Lema 2.2.7. Si D es un DFU entonces D es íntegramente cerrado.
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Demostración. Sea f(x) ∈ D [x] con f(x) =
∑n

i=0 fix
i mónico, y supongamos p, q

6= 0 elementos de D sin factores en común tales que f(p
q ) = 0. Así tendríamos que

∑n
i=0 fi(p

q )i = 0, multiplicando todo por qn obtenemos −pn = q
∑n−1

i=0 fip
iq(n−1)−i así

q dividiría a pn. Pero como q y p son primos relativos q tiene que ser un invertible, de

donde p
q ∈ D . †

Lema 2.2.8. Sea D1, D2, D3 tres dominios encadenados. D3 es entera sobre D1 si y

solo si D3 es entera sobre D2 y D2 es entera sobre D1.

Demostración. La parte no trivial es el "sólo si". Supongamos que D3 es entera sobre

D2 y D2 es entera sobre D1. Sea λ ∈ D3, como D3 es entera sobre D2 existe un polinomio

mónico en D2 [x] que se anula en λ. Sean d0, ..., dn−1 los coe�cientes de este polinomio,

por la proposición (2.2.3-2) utilizada inductivamente tenemos que B := D1 [d0, ....dn−1]

es un D1− módulo �nitamente generado. Por la construcción de B es sencillo veri�car

que λB [λ] ⊆ B [λ], así por (2.2.3-2) λ es entero sobre D1. †

Proposición 2.2.9. Sea D un dominio y sea K una extensión álgebraica de Q(D),

entonces:

1. Q(C(D)K) = K, más aún, dado λ ∈ K existen γ ∈ C(D)K y α ∈ D tales que λ = γ
α .

2. Si D es íntegramente cerrado entonces D = Q(D) ∩ C(D)K.

3. C(D)K es íntegramente cerrado.

4. Si la extensión K de Q(D) es de Galois con grupo de Galois G , se tiene que para

todo σ ∈ G σ(C(D)K) = C(D)K, y si D es íntegramente cerrado, D = (C(D)K)G :=

{d ∈ C(D)K : σ(d) = d ∀σ ∈ G}.

Demostración. 1. Sea λ ∈ K, sea p(x) ∈ Q(D) [x], p(x) =
∑n

i=0 pix
i polinomio mónico

mínimo de λ , como p(x) ∈ Q(D) [x] existe α ∈ D∗ tal que αp(x) ∈ D [x]. Como

αnp(λ) = 0 podemos construir un polinomio mónico q(x) =
∑n

i=0 qix
i en D [x] que se

anula en αλ, donde qi = piα
n−i ;0 ≤ i ≤ n. Así podemos ver que q(αx) = αnp(x) lo cual

implica que αλ = γ para algún γ ∈ C(D)K.
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2.Trivialmente de la de�nición,

3. Ya que C (C(D)K)K es entera sobre C(D)K que a su vez es entera sobre D, por (2.2.8)

C (C(D)K)K es entera sobre D pero esto implica que C (C(D)K)K =C(D)K lo cual unido a

(1) implica que C(D)K es íntegramente cerrado.

4. Sea p(x) ∈ D [x] mónico , σ( p(x)) = p(σ(x)) para todo σ ∈ G, así los elementos de

G llevan enteros en enteros. Por otro lado sabemos que KG = Q(D) así que (C(D)K)G =

C(D)K∩ Q(D) = D si D es íntegramente cerrado. †

Lema 2.2.10. Dado D un dominio y sea K extensión �nita de Q(D) sea B = C(D)K. Si

B es un D-módulo libre �nitamente generado, entonces la dimensión de B es [K : Q(D)].

Demostración. Dada {v1,...., vn} una base para B sobre D , por esto este conjunto es

linealmente independiente sobre Q(D) ya que puedo quitar los denominadores, por la

parte 1 de la proposición anterior este conjunto genera a K sobre Q(D) †

Proposición 2.2.11. Sea A un dominio en el que ideal primo no trivial y maximal son

equivalentes. Sea B un dominio, extensión entera de A. Entonces en B ideal primo no

trivial y maximal son equivalentes .

Demostración. Ver ([8] Capitulo 1 Proposición 5.6) †

Proposición 2.2.12. Sea K extensión �nita de Q Sea {v1,...., vn} ⊆ B = C(Z)K una

base para K sobre Q , entonces existe d ∈ Z∗ tal que el Z-módulo B esta contenido en el

Z-módulo libre generado por {(v1)/d, ...., (vn)/d}

Demostración. Ver ([9] Capitulo 3) †

Corolario 2.2.13. Sea K extensión �nita de Q. Sea B =C(Z)K. Entonces B es un Z-

módulo libre �nitamente generado.

Demostración. Por la proposición anterior B es subgrupo de un grupo abeliano �nita-

mente generado, así B también es �nitamente generado y como B es dominio es libre de

torsion se sigue de la clasi�cación de los grupos abelianos �nitamente generados que B

es suma directa de Z. †
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De�nición 2.2.14. Sea A un dominio. El anillo A se dice dominio de Dedekind si

cumple.

1. A es Noetheriano.

2. En A ideal primo no trivial y maximal son equivalentes5.

3. A es íntegramente cerrado.

Teorema 2.2.15. Sea A un dominio Noetheriano en el que ideal primo no trivial y

maximal son equivalentes. Sea K una extensión álgebraica de Q(A), si C(A)K es un

A-módulo �nitamente generado se tiene que C(A)K es un dominio de Dedekind.

Demostración. Corolario 2.1.9 , proposición 2.2.9-3 y proposición 2.2.11 muestran que

C(A)K es un dominio de Dedekind. †

2.3. Localización.

El concepto de localización es una herramienta que generaliza el campo de cocientes

de un dominio cualquiera. Hablando rústicamente lo que se hace es tomar un subconjunto

adecuado de un anillo y dar inversos a estos elementos, en el caso del campo de cocientes

de un dominio el conjunto son todos menos el cero.

De�nición 2.3.1. Sea A un anillo. Un subconjunto S de A se dice multiplicativo si:

1. 0 /∈ S y 1 ∈ S.

2. a, b ∈ S ⇒ ab ∈ S.

Ejemplo 2.3.2.

1. Sea P ideal primo de A , S := A\P.

2. Si A es dominio S := A\{0} un caso particular del anterior.
5Dimensión de Krull igual a 1
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Dado un anillo A y un subconjunto multiplicativo S de A se de�ne una relación

sobre el conjunto A × S, de la siguiente forma: (a, s) ∼ (b, t) si existe σ ∈ S tal que

σ(at− bs) = 0. Nótese que si A es un dominio como S es multiplicativo tendríamos que

(at− bs) = 0 que es la relación para construir el campo de cocientes de A cuando S es

A\{0}

A�rmación 2.3.3. ∼ es una relación de equivalencia sobre A× S:

El conjunto de clases de equivalencia se denotará por S−1A y las clases se escribirán

de la manera usual [(a, s)] := a
s , a este conjunto lo podemos dotar de dos operaciones

+, ·.

de�nidas a partir de la suma y el producto del anillo de la siguiente manera:
a
s + b

t := at + bs
st y a

s · b
t := ab

st .

Es sencillo ver que están bien de�nidas y que
〈S−1A , +, · , [(0, 1)] , [(1, 1)]

〉
es

un anillo.

A�rmación 2.3.4. Sea ΓS : A 7→ S−1A
a → a

1

a) ΓS es un homomor�smo de anillos.

b) ∀s ∈ S ΓS(s) es invertible y su inverso es 1
s .

c) Si A es un dominio ΓS es inyectiva.

d) Si A es dominio entonces S−1A es dominio.

e) Si A es dominio y S := A\{0} entonces S−1A es Q(A).

Para un estudio detallado véase ([1] Capitulo 4)

2.3.1. Estructuras de los anillos de fracciones.

En esta sección se estudiará la estructura de ideales de S−1A, para analizar ciertas

propiedades del anillo A que se conservan en el anillo S−1A, donde normalmente el

trabajo será mucho mas sencillo.
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Lema 2.3.5. Sea A un anillo, S ⊆ A multiplicativo , I un ideal en A y S−1I :=

〈ΓS (I)〉 entonces S−1I = {x
s : x ∈ I}, s ∈ S }, en particular: S−1I = S−1A ⇐⇒ I ∩ S 6= ∅.

Demostración. {x
s : x ∈ I, s ∈ S } ⊆ S−1I es claro. Sea z ∈ S−1I entonces z =

n∑
i=1

(
ai
si

) (
xi
1

)
con ai ∈ A, si ∈ S y xi ∈ I. Reescribinedo z =

n∑
i=1

(
xiai
si

)
, si de�nimos

s :=
n∏

i=1
si, σi := s

si
, aixi := yi tenemos entonces z =

n∑
i=1

(yiσi

s

)
de donde z = y

s con

y ∈ I, s ∈ S.
Ahora si I ∩ S 6= ∅, 1

1 ∈ S−1I lo que implica que S−1I =S−1A.

Si S−1I =S−1A, existen x ∈ I, s ∈ S tales que x
s = 1

1 , lo cual por de�nición signi�ca

que existe σ ∈ S tal que σ(x− s) = 0, así que σx = σs, entonces I ∩ S 6= ∅. †

Observación 2.3.6. En general no siempre es cierto que si tengo un homomor�smo de

anillos Γ : A → B y J un ideal de B entonces
〈
Γ−1(J )

〉
= J . La inclusión que siempre

se tiene es ⊆, pero en el caso de ΓS es muy sencillo veri�car la igualdad.

Corolario 2.3.7. Si A es un anillo noetheriano, S ⊆ A multiplicativo entonces S−1A
es noetheriano.

Demostración. Se sigue de que
〈
Γ−1
S (J )

〉
= J , para todo ideal J en S−1A. †

De�nición 2.3.8. Sea A un anillo, SPEC(A) := ideales primos no triviales de A.

De�nición 2.3.9. Sea A un anillo y P ∈ SPEC(A). Si S := A\P a S−1A se le llama

la localización de A en Py la denotamos AP .

Lema 2.3.10. Sea A un anillo , S ⊆ A multiplicativo y P ∈ SPEC(A) tal que P ∩S =

∅. EntoncesS−1P ∈ SPEC(S−1A).

Demostración. Como P ∩ S = ∅ entonces S−1P  S−1P. Sean a
s , b

t en S−1A, supong-

amos que ab
st ∈ S−1P, entonces existen r ∈ S c ∈ P con ab

st = c
r . Lo que implica que

existe σ ∈ S con σ (abr − cst) = 0, como P es primo abr− cst ∈ P y puesto que c ∈ P y

r /∈ P se sigue que ab ∈ P entonces a ∈ P ó b ∈ P de lo que se concluye que a
s ∈ S−1P

ó b
t ∈ S−1P. †
De los resultados anteriores nos queda como corolario una proposición muy intere-

sante. Existe una correspondencia biyectiva entre el retículo de ideales primos de A que

no intersecan a S y el retículo de ideales primos de S−1A.
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Proposición 2.3.11. Sea A un anillo y S ⊆ A multiplicativo el homomor�smo ΓS

induce una biyección Γ∗S : SPEC(S−1A) ⇒ {P ∈ SPEC(A) : P ∩ S = ∅; con Γ∗S (J ) :=

Γ−1
S (J )}. De hecho, Γ∗S respeta inclusiones.

Corolario 2.3.12. Sea A un anillo en el que ideal primo y maximal son equivalentes.

Sea S ⊆ A multiplicativo, tal que existe P ∈ SPEC(A) con P ∩ S = ∅, entonces en

S−1A primo y maximal también son conceptos equivalentes.

Lema 2.3.13. Sea A íntegramente cerrado. Dado S ⊆ A multiplicativo. Entonces S−1A
es íntegramente cerrado.

Demostración. Es claro que Q(A) = Q( S−1A). Sea a
b ∈ Q(A), suponga que existe

polinomio mónico f(x) en S−1A [x] de grado n tal que f(a
b ) = 0. Sean s0, ..., sn−1 los

denominadores de los coe�cientes del polinomio. Si de�nimos s :=
n−1∏
i=0

si, y hacemos sn

f(a
b ) = 0, asociando adecuadamente obtendremos un polinomio mónico en A [x] con

raíz sa
b , como A es íntegramente cerrado existe c ∈ A tal que a

b = c
s . †

Corolario 2.3.14. Sea A un dominio de Dedekind. Sea S ⊆ A multiplicativo, tal que

existe P ∈ SPEC(A) con P ∩ S = ∅ entonces en S−1A es dominio de Dedekind.

Corolario 2.3.15. Sea A un dominio de Dedekind entonces AP es dominio de Dedekind

para todo P ∈ SPEC(A).

2.3.2. Localización de Módulos

En esta sección se generaliza la noción de anillo de fracciones a módulo de frac-

ciones, esto para probar hechos sobre la clausura entera de un dominio, por medio de

las clausuras de sus localizaciones.

Dado un anillo A, un A-módulo M y S ⊆ A multiplicativo, de�nimos una relación

sobre M×S, de la siguiente forma: (m, s) ∼ (n, t) si existe σ ∈ S tal que σ(mt−ns) =

0. Esta es una relación de equivalencia y notamos al conjunto de clases como S−1M
(Módulo de fracciones de M), este sera un S−1A -Módulo con la de�nición obvia de

suma y producto.
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Dado un homomor�smo de A-módulos f : M → N , f induce un homomor�smo de

S−1A-módulos,

S−1(f) : S−1M→ S−1N
m

s
7→ f(m)

s

si g es otro A-homomor�smo , g : N → R se tiene que: S−1 (g) ◦ (f) = S−1(g) ◦S−1(f)

.6

De�nición 2.3.16. Sea P ∈ SPEC(A). Si S = A\P, notamos a S−1M por MP y a

S−1(f) como fP .

Proposición 2.3.17. Sea M1 f−→ M g−→ M2 una sucesión exacta de A-módulos y

sea S ⊆ A multiplicativo. La sucesión de S−1A-módulos S −1M1 S−1(f)−→ S−1M S−1(g)−→
S−1M2 es exacta.

Demostración. Sea m
s en S−1M1. Entonces (S−1(g)◦S−1(f))(m

s )= S−1((g)◦(f))(m
s ) =

(g)◦(f)(m)
s = 0 por lo tanto Imagen(S−1(f))⊆Kernel(S−1(g)). Sea m/s en Kernel(S−1(g))

entonces g(m)
s = 0 así que existe σ en S tal que g(m)σ = 0, como g es homomor�smo

mσ esta en Kernel(g) que es igual a Imagen(f) , por lo que hay un n en M1 tal que

f(n) = mσ. S−1(f)( n
sσ ) = m

s . †

Corolario 2.3.18. Sea 0 −→ M1 f−→ M g−→ M2 −→ 0 una sucesión exacta de A-

módulos y sea S ⊆ A multiplicativo. La sucesión de S−1A-módulos 0 −→ S −1M1 S−1(f)−→
S−1M S−1(g)−→ S−1M2 −→ 0 es exacta.

Corolario 2.3.19. Sea S ⊆ A multiplicativo. Dado un homomor�smo de A-módulos f

: M→ N se tiene:

S−1(Imagen(f)) = Imagen(S−1(f))

S−1(Kernel(f)) = Kernel(S−1(f))
6S−1 es un Functor de la Categoría de A-módulos en la Categoría de S−1A-módulos.
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Lema 2.3.20. Sea M un A-módulo. Las siguientes son equivalentes:

1. M = (0)

2. MP = (0) para todo P ∈ Spec(A)

3. MP = (0) para todo P ∈ Max(M)

Demostración. Veamos (3⇒ 1). Sea m ∈ M, entonces m
1 = 0 en MP para todo P ∈

Max(M), así para cada P existe xP ∈ A\P tal que mxP = 0. Sea I(m) el ideal

generado por los xP . Por su de�nición I(m) no esta contenido en ningún ideal maximal,

por lo tanto I(m) = 〈1〉 y así 1 =
n∑

i=1
aixPi . Entonces m=

n∑
i=1

aimxPi = 0. Las otras

implicaciones son triviales. †

Proposición 2.3.21. SeaM1 f−→M g−→M2 una sucesión semi-exacta de A-módulos.

Las siguientes son equivalentes:

1. M1 f−→ M g−→ M2 es exacta en M.

2. M1
P

fP−→ MP
gP−→ M2

P es exacta en MP para todo P ∈ Spec(A).

3. M1
P

fP−→ MP
gP−→ M2

P es exacta en MP para todo P∈ Max(A).

Demostración. Veamos (3 ⇒ 1), consideremos la sucesión exacta 0 → Im(f)
i

↪→ Ker(g)
π³ Ker(g)/Im(g)→ 0 por el corolario 2.3.14 0→ (Im(f))P

i
↪→ (Ker(g))P

π³ (Ker(g)/Im(f))P

→ 0 Es una sucesión exacta de AP−módulos, para todo P ∈ Max(A). Dado que

(Im(f))P = Im(fP ) , (Ker(g))P =Ker(gP ) y que la localización respeta cocientes

(Ker(g)/Im(f))P = Ker(gP )/Im(fP ), del lema 2.3.16 se sigue que Ker(g)/Im(f) = (0)

si yo solo sí Ker(gP )/Im(fP ) = (0) para todo P ∈ Max(A).

(1 ⇒ 2) es la proposición 2.3.13

(2 ⇒ 3) es trivial. †

Corolario 2.3.22. Sea A un dominio. Entonces:

A =
⋂

P∈Spec(A)

AP =
⋂

P∈Max(A)

AP



HOJA 23

Demostración. Considere la sucesión semi-exacta A i
↪→ ⋂

P∈Spec(A)

AP ⇒ 0 sea Q ∈

Spec(A), AQ

iQ
↪→

(
⋂

P∈Spec(A)

AP

)

Q

=
⋂

P∈Spec(A)

(AP )Q ⊆ AQ así iQ es sobre para to-

do Q ∈ Spec(A) así la inclusión ya era sobre por lo tanto A =
⋂

P∈Spec(A)

AP y como
⋂

P∈Max(A)

AP ⊆
⋂

P∈Spec(A)

AP se sigue la otra igualdad. †

Corolario 2.3.23. Sea A un dominio, las siguientes son equivalentes:

1. A es íntegramente cerrado

2. AP es íntegramente cerrado para todo P∈ Spec(A)

3. AP es íntegramente cerrado para todo P∈ Max(A)

Demostración. Sea p(x) polinomio mónico en A [x] con una raíz α en Q(A). p(x) es

también un polinomio mónico en AP [x] , para todo P∈ Max(A) como Q(A)=Q(AP ) y

AP es íntegramente cerrado para todo P∈ Max(A) tenemos que α ∈ ⋂
P∈Max(A)

AP = A.

†

2.3.3. Dominios de Factorización Única en Ideales Primos �DFUI�

La siguiente proposición es una aplicación estandar del lema de Zorn, esta junto a

lo desarrollado en este capítulo traen como consecuencia el teorema 2.3.27. Para una

explicación detallada ver ([1]Teo 9.3 pg 106).

Proposición 2.3.24. Dado I un ideal no trivial en un anillo Noetheriano A, existen
�nitos ideales primos P1, ..., Pn y �nitos enteros a1, ..., an tales que P a1

1 ...P an
n ⊆ I ⊆

P1...Pn

Corolario 2.3.25. Sea A un domino Noetheriano en el que primo y maximal son equiv-

alentes y sea I un ideal no trivial. El conjunto de ideales maximales que contienen a

I es �nito. Sea M1, ..., Mn este conjunto entonces existen enteros a1, ..., an tales que

Ma1
1 ...Man

n ⊆ I ⊆ M1...Mn
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De�nición 2.3.26. Un dominio A tiene la propiedad de factorización única de ide-

ales, si todo ideal propio no trivial se escribe como producto �nito de ideales primos y

su representación es única.

Teorema 2.3.27. Sea A un domino Noetheriano en el que primo y maximal son equiv-

alentes. Entonces las siguientes son equivalentes.

i) A tiene la propiedad de factorización única de ideales.

ii) AM tiene la propiedad de factorización única de ideales para todo M en Max(A).

iii) A es un dominio de Dedekind.
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3. Grupo de Clases De Ideales

Después que Kummer se diera cuenta que la falla de Cauchy y Lamé era la suposi-

ción de factorización única, Kummer se puso en la tarea de desarrollar algún método

para saber cuando una extensión de los enteros tenía o no esta propiedad. Así fue como

Kummer desarrolló su teoría del grupo de clases de ideales y con ella, por primera vez

se abría un camino claro hacia UTF.

En este capítulo se expone en forma muy detallada todo el desarrollo de la teoría del

grupo de clases de ideales iniciada por Kummer, esto con el animo de resolver cualquier

duda que el lector haya podido encontrar consultando otros textos sobre el tema.

3.1. Pruebas de factorización en dominios de Dedekind.

De�nición 3.1.1. Sea A un dominio, sean I, J ideales propios no triviales, se dice que

I divide a J , I | J , si y solo si existe un ideal M tal que IM = J .

Proposición 3.1.2. Sea A un dominio de Dedekind, sean I ,J ideales propios no triviales

entonces J⊆I si y sólo si I | J .

Demostración. (⇐) claro. (⇒)SiJ⊆I todo maximal que contiene a I contiene a J, de esta

forma si I=Ma1
1 .....Mam

m ⇒J=M b1
1 .....M bm

m M
bm+1

m+1 .....M bn
n donde bi ≥ ai ; i = 1, ..., m.

Para esto consideremos I∩J=
(
Ma1

1 ∩M b1
1

)
∩

(
Ma2

2 ∩M b2
2

)
∩ ..... ∩ (

Mam
m ∩M bm

m

) ∩
(
M

bm+1

m+1

)
∩ ....∩ (

M bn
n

)
ahora Mai

i ∩M bi
i = M

máx(ai,bi)
i , entonces reescribiendo tenemos

I∩J=M
máx(a1 , b1)
1 ......M

máx(am , bm)
m M

bm+1

m+1 ...M bn
n = J =M b1

1 .....M bm
m M

bm+1

m+1 .....M bn
n luego

por unicidad máx(ai, bi) = bi de donde se sigue que I | J.†

Corolario 3.1.3. Sea A un dominio de Dedekind, I un ideal propio no trivial. Existe

un ideal J tal que IJ=〈α〉 para algún α ∈A\{0}.

Demostración. Sea α ∈ I no cero ⇒ 〈α〉 ⊆ I ⇒ I | 〈α〉. †
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De�nición 3.1.4. Sea A un dominio de Dedekind y P ∈ Max(A) , dado un ideal I

propio no trivial, se de�ne ordP (I):=n, como el único entero n no negativo tal que Pn ⊇
I y Pn+1 + I

Proposición 3.1.5. Sea A un domino de Dedekind , sean P ∈ Max(A), I,J ideales

propios no triviales

1. ordP (P ) = 1.

2. Q ∈ Max(A), Q 6= P ⇒ ordP (Q) = 0.

3. ordP (IJ) = ordP (I) + ordP (J).

Demostración. 1. Es claro.

2. ordP (Q) > 0 ⇒ P ⊇ Q ⇒ P = Q.

3. Sea r=ordP (I) y sea t=ordP (J), por la factorización debemos tener I=PrI1 y

J=PtJ1 donde P-I1 y P-J1 o equivalentemente P+I1 y P+J1, por tanto IJ=Pr+tI1J1.

Supongamos Pr+t+1 ⊇ IJ, entonces IJ=Pr+t+1D para algún ideal D, esto implica

debido a la representación única que I1J1 = PD por tanto P ⊇I1J1 que por ser P

primo implica P⊇I1 o P ⊇J1 que es una contradicción. Entonces Pr+t+1 + IJ así

que ordP (IJ)=r+t=ordP (I)+ordP (J)

†

Lema 3.1.6. Sea A un dominio de Dedekind . Sea K=Q(A) sea B=C(A)L donde L

es una extension �nita de K. Sea P∈Max(A) entonces Pe 6=B, donde Pe es el ideal

generado por P en B.

Demostración. Supongamos que primero P principal , P=〈p〉 con p∈A. Si Pe =B existe

b ∈ B\A tal que pb = 1. Sea f(x) = xn + an−1x
n−1 + ... + a0 el polinomio minimal de b

sobre A[x] . Como b ∈ B\A grado(f) > 1 sea g(x) = xn−1 + an−1x
n−2 + ... + a1+a0p,

g(b) = bn−1+an−1b
n−2+...+a1+a0p = pbbn−1+an−1pbbn−2+...+a1pb+a0p = pf(b) = 0,

así g anula a b , contradiciendo la minimalidad de f . Ahora para P en general sea S=A\P
, este es un subconjunto multiplicativo tanto de A como de B y PP es un ideal primo
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de AP , además como S−1B = C(AP )L por la parte inicial tenemos que (PP )e 6=S−1B

ya que en AP todo ideal es principal, por otro lado es fácil ver que (PP )e 6= S−1B si y

solo si P e 6= B. †
Ahora dada una extension �nita L de Q. Sea B = C(Z)L y sea P ∈ Max(Z),

P e = M r1
1 .....M rn

n donde de�nimos rMi/P := ri como el índice de rami�cación de Mi

sobre P . Como Mi∩Z es un ideal maximal de Z y contiene a P tenemos que Mi∩Z = P

por esto podemos ver a B/Mi como un Z/P -espacio vectorial el cual gracias a que B

es un Z-modulo �nitamente generado es de dimension �nita [B/Mi : Z/P ] := sMi/P , la

Que denotaremos por grado residual de Mi sobre P .

Teorema 3.1.7. Sea L una extension �nita de Q y sea B = C(Z)L. Dado P ∈ Max(Z)

entonces [L : Q] =
n∑

i=1
ri. [B/Mi : Z/P ] donde Pe = M r1

1 .....M rn
n .

Demostración. Por el teorema chino del residuo (ver [1] Capitulo 1)

B/P e ∼=
n∏

i=1

B/M ri
i (3.1)

Por otra parte como Pe ∩ Z = P tenemos una función inyectiva Φ : Z/P → B/P e

tal que [a]P 7→ [a]P e , por tanto podemos ver a B/P e como un Z/P -espacio vectorial,

de manera similar podemos ver a B/M ri
i como Z/P-espacios vectoriales. Se probarán

[B/P e : Z/P ] = [L : Q] y [B/M ri
i : Z/P ] = ri [B/Mi : Z/P ], claramente esto y (3.1)

concluye la demostración.

Del Corolario (2.2.9) se tiene que B =
n⊕

i=1
Z, donde por el lema (2.2.6) n = [L : Q].

El �nal de la demostración esta dado por la siguiente proposición. †

Proposición 3.1.8. Sea L una extension �nita de Q y sea B = C(Z)L. Sea P ∈ Max(Z)

y M∈ Max(B) con P⊆ Mr, r ∈ N. Entonces B/M es un Z/P-espacio vectorial de dimen-

sion �nita y [B/M r : Z/P ] = r [B/M : Z/P ]

Demostración. Igual que antes se puede ver a B/M como un Z/P-espacio vectorial, dado

que B es un Z-módulo libre �nitamente generado la dimensión de B/M como un Z/P-

espacio vectorial es �nita.

Ahora para la segunda parte se procederá por inducción en r. Si r=1 es claro. Supongá-

moslo para r-1 y veámoslo para r. P⊆Mr⊆Mr−1 por esto B/Mr−1 es también un
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Z/P-espacio vectorial, también podemos ver Que Mr−1/Mr es un Z/P-espacio vecto-

rial de�niendo el producto por escalar (a + P )(α + M r) := (aα + M r) donde a ∈ Z
, α ∈ M r−1. Dado esto podemos de�nir la siguiente sucesión exacta de Z/P-espacios

vectoriales

0 −→ M r−1/M r −→ B/M r −→ B/M r−1 −→ 0

con esto

[B/M r : Z/P ] =
[
B/M r−1 : Z/P

]
+

[
M r−1/M r : Z/P

]
(3.2)

A�rmación 3.1.9. Mr−1/Mr es un B/M-espacio vectorial de dimension 1.

Sea α ∈ M r−1\M r existe ya que B es dominio de Dedekind , de�nase Φ : B/M →
M r−1/M r tal que [b]M 7→ [bα]Mr . No es difícil ver que Φ es un mor�smo de B/M-espacios

vectoriales. Para ver que es inyectivo sean b,c en B tales que Φ(b) = Φ(c) entonces (b−c)α

∈ M r así ordM (〈(b− c)α〉) ≥ r, como ordM (〈(b− c)α〉) =ordM (〈b− c〉)+ordM (〈α〉)
y ordM (〈α〉) = r − 1, se tiene que ordM (〈b− c〉) ≥ 1 entonces (b − c) ∈ M . Para la

sobreyectividad solo hay que mostrar que 〈α〉 + M r = M r−1 , ya que M r ⊆ 〈α〉 + M r

entonces (〈α〉+ M r) |M r así 〈α〉+ M r debe ser una potencia de M , dado que α /∈ M r

y 〈α〉+ M r ⊆ M r−1 se tiene Que 〈α〉+ M r = M r−1 por esto Φ es un isomor�smo.

De la a�rmación se puede concluir que

[
M r−1/M r : Z/P

]
= [B/M : Z/P ] (3.3)

Ahora por hipótesis de inducción

[
B/M r−1 : Z/P

]
= (r − 1) [B/M : Z/P ] (3.4)

El resultado se obtiene al reemplazar (3.3) y (3.4) en (3.2) †

Sea L una extension de Galois de Q con grupo de Galois G y sea B=C(Z)L , sabe-

mos por la proposición (2.2.5) que σ (B)=B para todo σ en G. Sea P∈ Max(Z) y
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sean M1,M2, ..., Mt los �nitos elementos de Max(B) tales que Mi ∩ Z=P , se de�ne

E(P):={M1,M2, ..., Mt, como σ(P)=P para todo σ en G entonces σ(E(P))=E(P) para

todo σ en G

Lema 3.1.10. Sean L, B, P, G, M1,M2, ...,Mt como arriba. Entonces rM1/P = rM2/P =

... = rMt/P = r y sM1/P = sM2/P = ... = sMt/P = s, con lo cual Pe = (M1M2...Mt)
r

con rs |E(P )|=[L : Q], mas aun el grupo G actúa sobre E(P) y la acción es transitiva.

Demostración. Sin perdida de generalidad es su�ciente mostrar Que existe σ ∈ G tal

que σ(M1) = Mt. Supongamos que σ(M1) 6= Mt para todo σ en G , entonces los

ideales maximales {σ(M1) : σ ∈ G }∪{Mt} son coprimos dos a dos , por el teorema

chino del residuo existe x∈ B tal que x≡ 1modσ(M1) para todo σ en G y x≡ 0modMt

, sea y =
∏

σ∈G

σ(x), como σ(B)=B para todo σ en G y esta en B, además claramente

σ(y) = y por esto y ∈ Q , así que y ∈ B∩Q = Z . Ahora y /∈ M1 de lo contrario existiría

σ−1 ∈ G tal que σ−1(x) ∈ M1 esto ya que M1 es primo, pero esto contradice el hecho x ≡
1modσ(M1) para todo σ en G , por esto y /∈ M1 entonces y /∈ M1∩Z = P . Por otro lado

x ≡ 0modMt entonces y ≡ 0modMt, dado que la identidad esta en G , así y ∈ Mt∩Z = P

contradicción. Entonces existe σ en G tal Que σ(M1) = Mt. Por el primer teorema

del isomor�smo existe Γσ : B/M1 −→ B/σ(M1) isomor�smo con Γσ »Z/P=identidad

por lo tanto sM1/P = sMσ(1)/P para todo σ en G. Como E(P)=σ(M1) : σ ∈ G tenemos

que sM1/P = sMi/P i = 1, ..., t entonces sM1/P = sM2/P = ... = sMt/P = s. Por

otro lado σ(P e) = P e para todo σ en G se sigue Que Pe = σ(M1)rM1/P .....σ(Mt)rMt/P =

σ(M1)rσ(M1)/P .....σ(Mt)r(Mt)/P lo cual implica rM1/P = rσ(M1)/P entonces rM1/P = rMi/P

i = 1, ..., t por lo tanto rM1/P = rM2/P = ... = rMt/P = r. †

Lema 3.1.11. Sea L, B y G como antes, sea M ∈ Max(B). Si P := M ∩ Z entonces

∏

σ∈G

σ(M) = (P e)sM/P . (3.5)



HOJA 30

Demostración. Sen, r índice de rami�cación y s = sM/P , podemos hacer actuar a G

sobre Max(B) de la forma σ.M = σ(M). Ya que G actúa transitivamente sobre E(P )

� Stab(M):={σ ∈ G : σ(M) = M}� sabemos de la teoría de grupos que |G/Stab(M)| =
|E(P )| , por lo tanto [L : Q] = |Stab(M)| |E(P )| con esto obtenemos |Stab(M)| = rs.

Sea Mi ∈ E(P) y SM (Mi) := {σ ∈ G : σ(M) = Mi}={τ ∈ G : M = τ(Mi)}.

Aver : |Stab(M)| = |SM (Mi)| , dado τ ∈ SM (Mi) de�nase Hτ : Stab(M) → SM (Mi) tal

que σ 7→ σ◦τ , claramente es inyectiva, como τ ∈SM (Mi), Mi = τ−1(M), sea ρ ∈SM (Mi)

entonces ρτ−1(M) = M así ρτ−1 = σ para algún σ ∈ Stab(M) entonces Hτ (σ) = ρ. por

lo tanto
∏

σ∈G

σ(M) =
∏

E(P )

M
|SM (Mi)|
i =

∏
E(P )

M
|Stab(M)|
i =

∏
E(P )

M rs
i =

(
∏

E(P )

M r
i

)s

= (Pe)s.

†

3.2. Normas y Trazas

De�nición 3.2.1. Un campo K se llama de números, si es una extension �nita de Q,

en otras palabras si K = Q(α) para algún α ∈ Q.

El propósito inicial es de�nir dos funciones, NK/Q:K → Q, TrK/Q:K → Q, tales que

NK/Q » C(Z)K: C(Z)K → Z, lo mismo para TrK/Q, que sean multiplicativas y aditivas

para así poder dar algunos criterios de irreducibilidad y demás en el anillo C(Z)K, (Anillo

de enteros de K) .

Sea un campo de números K y α ∈ K, la función T :K → K tal que Tα(y) = αy es

claramente una transformación Q-lineal. Por medio de esta transformación se de�nen

las siguientes funciones:

NK/Q : K→ Q

α 7→ det(Tα)

TrK/Q : K→ Q

α 7→ traza(Tα)

Claramente NK/Q es multiplicativa y TrK/Q es aditiva.
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Lema 3.2.2. Sea α ∈ K tal que [K : Q] = n y [Q(α) : Q] = m, y sea f(x) ∈ Q(x)

f(x) = xm + fm−1x
m−1 + ... + f0 el polinomio mínimo de α sobre Q entonces se tienen

las siguientes:

1. TrK/Q(α) = − n
mfn−1

2. NK/Q(α) = ((−1)nf0)
n
m

Demostración. Sea {1, α, ..., αm−1} una base para Q(α) sobre Q y {t1, t2, ..., t n
m
} una

base paraK sobreQ(α); consideremos la siguiente base deK sobreQ, B = {t1, t1α, ..., t1αm−1 ,

t2, t2α, ..., t2αm−1 , ..., αm−1t n
m
}, entonces B = {e1, e2, ..., en} donde

Tα(ek) =





−f0ek−(m−1) − f1ek−m+2 − ...− fm−1ek, si m|k,

ek+1, en otro caso.

Así Tα, en la base B, será:




Bα 0 . 0

0 . . .

. . . 0

0 . 0 Bα




Donde Bα es la matriz




0 0 . . -f0

1 0 -f1

0 1 .

. . .

0 1 -fm−1




Entonces det(Tα) = (det(Bα))
n
m = [(−f0)(−1)m+1]

n
m = [(−1)mf0]

n
m

Traza(Tα) = n
mTraza(Bα) = − n

mfm−1. †
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Lema 3.2.3. Sean α ∈ Q y f(x) = xm + fm−1x
m−1 + ... + f0, polinomio mínimo de α

sobre Q. Si se de�ne

Tα : Qα −→ Qα

y 7−→ αy

entonces det(xI − Tα) = f(x).

Demostración. grad(det(xI−Tα)) = grad(f(x)) y det(xI−Tα) es un polinomio mónico

en Q[x] que anula a α. †

Corolario 3.2.4. (−1)mf0 = NQ(α)/Q(α); −fm−1 = trQ(α)/Q(α).

Corolario 3.2.5. Sea K un campo de números de dimensión n sobre Q y sea α ∈ K de

grado m sobre Q entonces TrK/Q = n
mTrQ(α)/Q(α), NK/Q(α) = [NQ(α)/Q(α)]

n
m .

Corolario 3.2.6. Sea K como antes, si α ∈ C(Z)K entonces TrK/Q(α) ∈ Z y NK/Q(α) ∈
Z.

Demostración. Si α ∈ C(Z)K su polinomio mínimo esta en Z[x]. †

Lema 3.2.7. Sea K como antes y sean σ1, σ2, ..., σn, los automor�smos de K que �jan

a Q entonces

1. ∀α ∈ K NK/Q(α) =
∏n

i=1 σi(α)

2. ∀α ∈ K TrK/Q(α) =
∑n

i=1 σi(α)

Demostración. Considere Q(α) y sean s1, s2, ..., sm, los automor�smos de Q(α) que �jan

Q. Para cada i, si es exactamente la restricción de [K : Q(α)] automor�smos de K que

�jan Q, así
∑n

i=1 σi(α) = [K : Q(α)]
∑m

j=1 sj(α) y
∏n

i=1 σi(α) = (
∏m

j=1 sj(α))[K:Q(α)].

Ahora sea f(x) = xm + fm−1x
m−1 + ... + f0, el polinomio mínimo de α sobre Q, como

f(x) = (x− s1(α))(x− s2(α))...(x− sm(α)) se rompe en Q[x], es fácil ver que −fm−1 =
∑m

i=1 si(α), (−1)mf0 =
∏m

i=1 si(α). Por lo anterior y por el lema (3.2.2),
∑m

i=1 σi(α) =

− n
mfm−1 = TrK/Q(α) y

∏m
i=1 σi(α) = [(−1)mf0]

n
m = NK/Q(α). †
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3.3. Normas de Ideales

Sea K un campo de números tal que la extensión K/Q es de Galois, con grupo de

Galois G = {σ1, σ2, ..., σn} y sea B := C(Z)K. Del capitulo 2 de la proposición (2.2.9-4),

sabemos que BG = Z y σi(B) = B, i = 1, 2, ..., n, con esto se puede de�nir la función:

NB/Z : Id(B) −→ Id(Z)

I 7−→ [
n∏

i=1

σi(I)]C

donde Jc es la contracción de el homomor�smo i : Z ↪→B,Ie sera la extension de este.

Se denotará a una extension de Galois K de Q con B = C(Z)K como 〈Z,Q, B,K〉

Lema 3.3.1. Dada < Z,Q, B,K >, sea i : Z ↪→ B, dado I ∈ Id(Z)/〈1〉 ⇒ (Ie)c = I.

Demostración. Siempre tenemos I ⊆ (Ie)c. Dado que I es propio y por el lema (3.1.6) Ie

es propio ,por lo mismo (Ie)c será propio ya que Z es de Dedekind, así existe I ′ ∈ Id(Z)

tal que I = I ′(Ie)c. Extendiendo nuevamente Ie = (I ′)e((Ie)c)e = (I ′)eIe entonces

Ie = (I ′)eIe. Como B es de Dedekind, por cancelatividad (I ′)e = 〈1〉B así I ′ = Z; por

tanto I = (Ie)c. †

Proposición 3.3.2. Dada 〈Z,Q, B,K〉, sea α ∈ B ⇒ NB/Z(〈α〉B) = 〈NK/Q(α)〉Z.

Demostración. Sea Gal(K/Q) = {σ1, σ2, ..., σn}, note que σi(〈α〉B) = 〈σi(α)〉B ya que

σi(B) = B

NB/Z(〈α〉B) = [
∏n

i=1 σi(〈α〉B)]c = [
∏n

i=1〈σi(α)〉B]c=[〈∏n
i=1 σi(α)B〉]c = [(〈NK/Q(α)〉Z)e]c =

〈NK/Q(α)〉Z.
†

Lema 3.3.3. Sea 〈Z,Q, B,K〉, Gal(K/Q) = {σ1, σ2, ..., σn}. Sea M ∈ Max(B), P :=

M c ⇒ NB/Z(M) = PDM/P , donde, DM/P = [B/M : Z/P ].

Demostración. Sea D = DM/P . Por lema(3.1.9),
∏m

i=1 σi(M)=(P e)D=(PD)e, tomando

contracción a ambos lados del igual se obtiene NB/Z(M) = (PD)ec = PD. †
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Proposición 3.3.4. Sea 〈Z,Q, B,K〉 y Gal(K/Q) = {σ1, σ2, ..., σn}. Dado un ideal I

en B tal que I = M1
a1 ...Mas

s , con Mi ∈ Max(B), y ai ∈ N entonces NB/Z(I) =
∏s

i=1 Nai

B/Z(Mi), "por tanto NB/Z(.) es multiplicativa ".

Demostración. Si I =
∏s

i=1 Mai
i si asocio este producto de modo que queden juntos los

que sus restricciones a Z son iguales obtengo que

I =
∏

p∈Max(Z)

(
∏

{j:Mj∩Z=P}
M

aj

j ). (3.6)

Evaluando en los automor�smos y haciendo el producto.

n∏

i=1

σi(I) =
∏

p∈Max(Z)

(
∏

{j:Mj∩Z=P}
([

n∏

i=1

σi(Mi)]aj )) (3.7)

Debido al lema (3.1.9) tenemos que
∏n

i=1 σi(Mi) = (P e)DMi/P así reemplazando en (3.7)

se obtiene

n∏

i=1

σi(I) =
∏

p∈Max(Z)

(
∏

{j:Mj∩Z=P}
(P e)ajDMi/P ). (3.8)

Si se de�nen JP = {j : Mj ∩ Z = P} y nP =
∑

j∈JP
ajDMi/P ,

n∏

i=1

σi(I) =
∏

p∈Max(Z)

(P e)nP . (3.9)

Ahora si Pi, Pj ∈ Max(Z), i 6= j sus extensiones serán coprimos y así mismo sus

potencias entonces

∏

p∈Max(Z)

(P e)nP =
⋂

p∈Max(Z)

(P e)nP (3.10)

reemplazando en (3.9) y aplicando contracción se tiene que

(
n∏

i=1

σi(I))c =
⋂

p∈Max(Z)

PnP (3.11)
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por otra parte aplicando el mismo truco de (3.6) se tiene que:
∏

p∈Max(Z)

PnP =
∏

p∈Max(Z)

(
∏

{j:Mj∩Z=P}
(P dMj/p)aj ) (3.12)

y ademas observando la ecuación
∏

p∈Max(Z)

(
∏

{j:Mj∩Z=P}
NB/Z(Mj)aj ) =

s∏

i=1

NB/Z
ai(Mi). (3.13)

Notando que el lado derecho de (3.11) es igual al izquierdo de (3.12) y a su vez el lado

derecho de (3.12) es igual al izquierdo de (3.13) (lema (3.1.9)) se obtiene el resultado.

†

3.4. Primos Regulares

Sea A un dominio de Dedekind, considérese la siguiente relación∼ sobre I(A) :=conjunto

de ideales de A, I ∼ J si y solo si existen α, β ∈ A\{0} tal que Iα = Jβ, es claro que es

de equivalencia, el propósito es dar una estructura de grupo a I(A)/ ∼ que permita ver

cuan lejos esta A de ser DIP.

De�nición 3.4.1. Sea Cl(A) := I(A)/ ∼ de�nimos la siguiente operación

· : Cl(A)× Cl(A) −→ Cl(A)

(I, J) 7−→ IJ

donde I es la clase de I.

Lema 3.4.2. Dado A un dominio de Dedekind, entonces · esta bien de�nida y <

Cl(A), · > es un grupo con 〈1〉 como identidad.

Demostración. Sean I1, I2, J1, , J2 ideales de A tales que I1 = I2 y J1 = J2 entonces

existen α1, α2 ∈ A\{0} tales que I1α1 = I2α2 y existen β1, β2 ∈ A\{0} tales que

J1β1 = J2β2; por tanto I1J1 = I2J2 ya que I1J1α1β1 = I2J2α2β2 y αiβi 6= 0 i = 1, 2, así

la operación esta bien de�nida. De otro lado , I〈1〉=I〈1〉=I para todo I ideal. Entonces

〈1〉 es identidad y para todo α ∈ A\{0} 〈α〉 = 〈1〉, por esto y por colorario (3.1.3) todo

I tiene un inverso J tal que IJ = 〈1〉. †
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De�nición 3.4.3. Sea A un dominio de Dedekind, Cl(A) es el grupo de clases de

ideales de A.

Lema 3.4.4. Sea A un dominio de Dedekind, el grupo Cl(A) es trivial ⇔ A es un DIP.

Demostración. (⇐) es trivial.

(⇒) Sea I un ideal propio no trivial de A, por hipótesis ∃α, β ∈ A\{0} tales que I〈α〉 =

〈β〉 en particular β = αγ para algún γ ∈ I. Sea ξ ∈ I entonces αξ = βδ para algún

δ ∈ A, si multiplicamos por γ obtenemos βξ = βδγ, como β 6= 0 y A es un dominio

ξ = βδ, así I = 〈β〉. †
Dado esto tenemos una herramienta importante para ver cuando un dominio de Dedekind

es DIP.

Ahora el paso siguiente es ver que pasa con extensiones del tipo 〈Z,Q, B,K〉. La meta en

esta parte es mostrar que Cl(B) es �nito y para esto se utilizarán las normas de ideales.

De�nición 3.4.5. Sea A un dominio de Dedekind, se dice que A tiene la propiedad

de cocientes �nitos si para todo I ∈ Max(A), A/I es �nito.

De�nición 3.4.6. Sea A un dominio de Dedekind con la propiedad de cocientes �nitos,

se de�ne la norma de un ideal no trivial por ‖I‖A := cardinal de A/I.

Nota: ‖I‖A no tiene por que ser �nita, mas adelante se probará que lo es.

Lema 3.4.7. Sea A un dominio de Dedekind. Sea P ∈ Max(A). Entonces ∀n ∈ N
Pn−1/Pn ∼= A/P como A/P espacios vectoriales. En particular si A/P es �nito A/Pn

es �nito, y |A/Pn| = |A/P |n.

Demostración. La a�rmación (3.1.9) implica que Pn−1/Pn∼=A/P A/P . Supóngase ahora

que A/P es �nito, entonces A/Pn−1 es isomorfo a (A/Pn)/(Pn−1/Pn) como A−módulos,

con lo cual |A/Pn| = |Pn−1/Pn| · |A/Pn−1| = |A/P | · |A/Pn−1|, se sigue por inducción

|A/Pn| = |A/P |n. †

Corolario 3.4.8. Sea A un dominio de Dedekind con cocientes �nitos, la norma de

cualquier ideal no trivial es �nita y es una función multiplicativa: ‖IJ‖A = ‖I‖A‖J‖A.
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Demostración. Sea I un ideal no trivial de A entonces I = Pα1
1 ...Pαs

s con Pi ∈ Max(A)

y αi ∈ N, i = 1, ..., s. Por el teorema chino del residuo A/I ∼= ∏s
i=1 A/Pαi

i , así por (3.4.3)

‖I‖A =
∏s

i=1 ‖Pi‖αi

A . Entonces para cualesquiera ideales I, J en A ‖IJ‖A = ‖I‖A‖J‖A

†

Proposición 3.4.9. Dada 〈Z,Q, B,K〉, B tiene la propiedad de los cocientes �nitos.

Mas aún si I ⊆ B es un ideal no trivial entonces ‖I‖B = ‖NB/Z(I)‖Z. Esto da un

criterio para veri�car maximalidad para ideales en B: I es maximal ⇔ ‖I‖B es primo.

Demostración. Sea M ∈ Max(B), sea 〈P 〉 = MC , ”la contracción de M” entonces

B/M es un Zp-espacio vectorial �nito ‖M‖B = |B/M | = |Z/〈P 〉|DM/p = ‖〈P 〉DM/p‖Z =

P 〉|DM/p = ‖〈P 〉DM/p‖Z = NB/Z es multiplicativa y tenemos que ‖I‖A = ‖NB/Z(I)‖Z. †

Lema 3.4.10. Dado λ ∈ R un número real �jo, dado 〈Z,Q, B,K〉. Existen solo �nitos

ideales I de B tal que ‖I‖B ≤ λ.

Demostración. Es su�ciente mostrar que hay solo �nitos ideales maximales con ‖M‖B ≤
λ. Suponga que existen in�nitos ideales {Iα}α∈Λ con Λ in�nito tales que ‖Iα‖B ≤ λ y

�nitos maximales Mi, i = 1, ..., n, ‖Mi‖ ≤ λ. Un subconjunto de los Mi, contendrá

todos los Iα, dado que si J ⊇ I ideales entonces ‖J‖B ≤ ‖I‖B. Como son in�nitos

Iα, tendríamos in�nitas combinaciones de potencias de los Mi y como un ideal J , tiene

norma 1 si y solo si J = 〈1〉 es imposible que todos los Iα cumplan ‖Iα‖ ≤ λ. Ya que

un ideal maximal de Z esta contenido sólo en �nitos maximales de B y como ‖M‖B =

‖M ∩Z‖
DM
M∩Z
B ≥ ‖M ∩Z‖Z, es su�ciente probar que solo hay �nitos P ideales maximales

de Z con ‖P‖Z ≤ λ, pero esto es claro. †

Lema 3.4.11. Dado B como antes. El grupo Cl(B) es �nito si y sólo si existe λ ∈ R
dependiendo de B tal que toda clase en Cl(B) contiene un ideal I con ‖I‖B ≤ λ.

Demostración. Si Cl(B) es �nito, sea n el numero de clases, tome elementos Ii i = 1, ..., n

en cada clase y λ = maxi{‖Ii‖}. Supóngase que existe λ tal que toda clase en Cl(B)

contiene un ideal I tal que ‖I‖B ≤ λ, por el lema (3.4.10) solo hay �nitas clases. †

Lema 3.4.12. Dado λ ∈ R, si todo ideal I no trivial, contiene un elemento α con

‖〈α〉‖B ≤ λ‖I‖ entonces toda clase en Cl(B) contiene un ideal I con ‖I‖B ≤ λ.
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Demostración. Dado C ∈ Cl(B), distinto de la identidad, �je J un ideal en la clase

inversa de C. Dado α ∈ J tal que ‖〈α〉‖B ≤ λ‖J‖B, como 〈α〉 ⊆ J , IJ = 〈α〉 para algún

I de B, I esta en la clase C. Como ‖ ‖B es multiplicativa ‖I‖B‖J‖B ≤ λ‖J‖B de donde

se sigue el resultado. †

Teorema 3.4.13. Dado 〈Z,Q, B,K〉. Entonces existe λ ∈ R dependiendo de B tal que

ideal no trivial I contiene un elemento α 6= 0 con ‖〈α〉‖B ≤ λ‖I‖B. En particular Cl(B)

es �nito.

Demostración. Como B es un Z-modulo libre �nitamente generado, podemos �jar una

base para B sobre Z, {α1, α2, ..., αn}, y sean {σ1, σ2, ..., σn} los monomor�smos de K

en C. Si de�nimos λ :=
∏n

i=1(
∑n

j=1 |σi(αj)|), donde | · | es valor absoluto complejo, se

mostrará que todo ideal no trivial I de B contiene un elemento α 6= 0 tal que ‖〈α〉‖B ≤
λ‖I‖B.

Sea I un ideal no trivial de B, sea m = max{j ∈ N : jn ≤ ‖I‖B} ⇒ mn ≤ ‖I‖B < (m+

1)n, consideremos el siguiente conjunto de (n + 1)n elementos de B, Γ := {∑n
j=1 mjαi

con mi ∈ Z, 0 ≤ mi ≤ m, j = 1, .., n}. Como (m + 1)n > ‖I‖B, dos elementos de Γ

son congruentes modulo I, sean β1, β2 estos dos. Se de�ne α = β1 − β2 =
∑n

i=1 aiαi

con ai ∈ Z y |ai| ≤ m para todo i, así que ‖〈α〉‖B = ‖NB/Z(〈α〉)‖Z = |NK/Q(α)| =
∏n

i=1 |σi(α)| ≤ ∏n
i=1(

∑n
j=1 |mi||σi(αj |) ≤ mn

∏n
i=1(

∑n
j=1 |σi(αj |) = mnλ ≤ ‖I‖Bλ. †

De�nición 3.4.14. Un primo p impar se dice regular si p- |CL(Z[ζp])|
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4. C(Z)Q(ζp) y Fermat caso I

4.1. Z[ζp] y sus propiedades

Sea p un primo impar yζp := e
2πi
p una raíz p-ésima de la unidad, sabemos de la teoría

de campos que Q(ζp) := {a0 + a1ζp + ...+ ap−2ζ
p−2
p : ai ∈ Q} es una extensión de Galois

de Q de grado p− 1. Para una explicación detallada ver ([5]).

Sea Z[ζp] := {a0 + a1ζp + ... + ap−2ζ
p−2
p : ai ∈ Z}, se puede veri�car que Z[ζp] es un

dominio.

El propósito de la primera parte de esta capítulo es conocer las propiedades mas

importantes de Z[ζp], como que es un dominio de Dedekind y más aún probar que

Z[ζp] = C(Z)Q(ζp), esto para así poder mostrar la imposibilidad de solución de la ecuación

xp + yp = zp, en el caso 1 para p un primo regular.

Sea λp = 1− ζp, este elemento será muy importante en el desarrollo de este capítulo.

Lema 4.1.1. −λp es raíz del polinomio p(x) = xp−1 + xp−2 + ... + p que es irreducible

de grado p− 1. Así pues Q(λp) = Q(ζp).

Demostración. Dado Φp(x) = xp−1
x−1 el polinomio mínimo de ζp, si denotamos p(x) =

Φp(x + 1), es claro que p(−λp) = 0. Para la irreducibilidad ver ([3] Capítulo 5). †

Si se de�ne Z[λp] = {a0 + a1λp + ... + ap−2λ
p−2
p : ai ∈ Z}, por el lema anterior es

sencillo ver que Z[λp] = Z[ζp].

Lema 4.1.2. ∏p−1
i=1 (1− ζi

p) = p, es decir (NQ(ζp)/Q(λp) = p)

Demostración. Sea Φp(x) = xp−1
x−1 , las raíces de este polinomio son las raíces p-ésimas de

la unidad {ζp, ζ
2
p , ..., ζp−1

p }, así que Φp(x) = (x− ζp)(x− ζ2
p)...(x− ζp−1

p )
∏p−1

i=1 (1− ζi
p) =

Φp(1) = ĺımx→1
xp−1
x−1 = p. †
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Lema 4.1.3. Sea ϕi = 1−ζi
p

1−ζp
1 ≤ i ≤ p− 1 ⇒ ϕi es un invertible en Z[ζp].

Demostración. Dado que p - i ⇒ ∃j ∈ Z+ tal que ij ≡ 1(modp) ⇒ ζp = ζij
p , pero

νi := 1−ζij
p

1−ζi
p

= 1 + ζi
p + ζ2i

p + ... + ζ
(j−1)i
p ∈ Z[ζp] y ϕiνi = 1. †

Corolario 4.1.4. Existe u invertible en Z[ζp] tal que uλp−1
p = p, (〈λp〉p−1 = 〈p〉).

Demostración. p =
∏p−1

i=1 (1− ζi
p) = (

∏p−1
i=1 ui)λ

p−1
p = uλp−1

p . †

A�rmación 4.1.5. Sea α ∈ Q(ζp), α = a0+a1ζp+...+ap−2ζ
p−2
p , ai ∈ Q, i = 0, ..., p−2.

1. trQ(ζp)/Q(ζj
p) =




−1, p - j;

p− 1, de lo contrario.

2. trQ(ζp)/Q(αζ−s
p ) = −a0 − a1 − ...− as−1 + (p− 1)as − as+1 − ...− ap−2.

Demostración. Si p | j ⇒ ζj
p = 1 ⇒ trQ(ζp)/Q(ζj

p) = trQ(ζp)/Q(1) =
∑p−1

i=1 σi(1) = p− 1,

σi ∈ Gal(Q(ζp)/Q), i = 1, ..., p− 1.

Si p - j ⇒ trQ(ζp)/Q(ζj
p) =

∑p−1
i=1 ζij

p = (ζj
p)p−ζj

p

ζj
p−1

= −1.

(2) se deduce de (1). †

Teorema 4.1.6. Z[ζp] = C(Z)Q(ζp).

Demostración. Sea α ∈ C(Z)Q(ζp), α = a0 +a1ζp + ...+ap−2ζ
p−2
p , ai ∈ Q, i = 0, ..., p−2.

Sea βs = αζ−s
p , γ = αζp, s = 0, ..., p− 2, βs − γ ∈ C(Z)Q(ζp) ⇒ tr(βs − γ) ∈ Z

Ahora tr(βs)− tr(γ) = −a0 − a1 − ...− as−1 + (p− 1)as − as−1 − ...− ap−2 + a0 + a1 +

... + ap−2 = pas por lo tanto pas ∈ Z s = 0, ..., p − 2 así pα ∈ Z[ζp] = Z[λp]. Entonces

existen b0, b1, ..., bp−2 ∈ Z tales que pα = b0 + b1λp + ... + bp−2λ
p−2
p , puesto que λp | p

λp | b0, tomando normas, como b0 ∈ Z se tiene NQ(ζp)/Q(b0) = bp−1
0 así p | bp−1

0 en Z,

entonces b0 = b∗0p donde b∗0 ∈ Z, por esto λp−1 | b0, de esto se deduce que λ2 | λb1

entonces λ | b1, de nuevo tomando normas se obtiene b∗1 ∈ Z tal que b1 = b∗1p. Así

sucesivamente se pueden encontrar b∗i ∈ Z tales que bi = b∗i p, i = 0, ..., p − 2. Entonces

α = b∗0 + b∗1λp + ... + b∗p−2λp que es un elemento de Z[λp].

Claramente Z[ζp] ⊆ C(Z)Q(ζp). †
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Proposición 4.1.7. El ideal 〈λp〉 en Z[λp] es maximal, mas aún Z[λp]/〈λp〉 ∼= Zp.

Demostración. Ya que Z[λp] = C(Z)Q(ζp), ‖〈λp〉‖Z[ζp] = ‖〈NZ[ζp]/Z(λp)〉‖Z = ‖〈p〉‖Z = p

⇒ Z[λp]/〈λp〉 ∼= Zp. †

4.2. Raíces de la unidad en Q(ζp)

De�nición 4.2.1. Sea G un grupo �nito, el exponente e(G) de G es el mínimo entero

positivo tal que ge(G) = e para todo g ∈ G. Sea o(g) el orden del elemento g.

Proposición 4.2.2. Suponga G un grupo abeliano �nito entonces ∃g ∈ G tal que o(g) =

e(g).

Demostración. Por el teorema de grupos abelianos �nitamente generados, ver ([5] Teo

9.3), G ∼= Zd1 × Zd2 × ... × Zds , dj | dk j ≤ k, entonces si g ∈ G gds =identidad, así

e(G) ≤ ds. Por otro lado G tiene un subgrupo isomorfo a Zds , si h en un generador de

este ⇒ o(h) = ds, como o(h) ≤ e(G) se sigue el resultado. †

Lema 4.2.3. Sea K un campo y sea K∗, el grupo multiplicativo de K. Si G es un

subgrupo �nito de K∗ entonces G es cíclico.

Demostración. Sea n = e(G) entonces αn = 1 ∀α ∈ G, como xn − 1, tiene a lo mas n

raíces pot tanto | G |≤ e(G) entonces | G |= e(G), por el lema anterior ∃g ∈ G tal que

o(g) = e(G) =| G | ⇒ G = 〈g〉. †

Lema 4.2.4. Sea c un real positivo y K un campo de números, entonces existe sólo

un número �nito de enteros algebraicos α en K tales que | α(i) |≤ c para todos los

conjugados α(i) de α.

Demostración. Sea n = [K : Q], sea

s1(x1, x2, ..., xn) = x1 + x2 + ... + xn

s2(x1, x2, ..., xn) =
∑

i<j xi + xj

.

.
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sn(x1, x2, ..., xn) = x1x2...xn

las funciones simétricas elementales en n-variables.

Sea α un entero algebraico tal que | α(i) |≤ c para todos sus conjugados α(i), sea

pα(x) = (x−α(1))(x−α(2))...(x−α(n)) el polinomio con raíces los conjugados de α en K.

No es difícil ver que pα(x) = xn−s1(α1, α2, ..., αn)xn−1+...+(−1)isi(α1, α2, ..., αn)xn−i+

... + (−1)nx1x2...xn.

Ahora | si(α1, α2, ..., αn) |≤ (maxi=1,...,n{| α(i) |})i ≤ ci. Como α es un entero algebraico,

si(α1, α2, ..., αn) ∈ Z para todo i = 1, ..., n. Sea m = max1=1,...,n{ci}, sólo existen �nitos

polinomios en Z[x] tales que el valor absoluto de sus coe�cientes es menor que m, por

tato sólo existen �nitos enteros algebraicos tal que | α(i) |≤ c para todos sus conjugados.

†

Lema 4.2.5. Sea K un campo de numeros y sea α ∈ K, α es raíz de la unidad si y solo

si | α(i) |= 1, para todos los conjugados α(i) de α en K.

Demostración. (⇒) es claro.

(⇐) Si | α(i) |= 1 para todos los conjugados de α, por el lema anterior el conjunto Γ =

{α, α2, ..., αn, ...} debe ser �nito, así que existen n > m tales que αn = αm αn−m = 1,

así que α es raíz de la unidad. †

Corolario 4.2.6. Sea K como antes, el grupo de las raíces de la unidad es un grupo

cíclico �nito.

De�nición 4.2.7. Dado n un entero positivo, de�nimos Φ(n) =
∑

d≤n,(d,n)=1 1.

Dos propiedades importantes que se necesitarán de la función Φ son las siguientes:

1. (n,m) = 1 ⇒ Φ(nm) = Φ(n)Φ(m). Ver ([11] cap 4 Teo 20).

2. ω ∈ C, una raíz m-ésima de la unidad ⇒ [Q(ω) : Q] = Φ(m). Ver ([2] corolario 1

pg 195).

Proposición 4.2.8. Sea R el grupo multiplicativo de raíces de la unidad de Q(ζp),

entonces

R = {+1, +ζp,
+ζ2

p , ..., +ζp−1
p }.
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Demostración. R es un grupo cíclico de orden r, como −ζp tiene orden 2p, 2p | r. Sea

α ∈ R un elemento de orden r, Q(α) ⊆ Q(ζp) entonces [Q(α) : Q] | [Q(ζp) : Q] entonces

Φ(r) | p− 1. Ahora r = pkm k ≥ 1,m ≥ 2 y (pk,m) = 1, Φ(r) = pk−1](p− 1)Φ(m), por

lo tanto Φ(m) = 1, k − 1 = 0, así que m = 2, k = 1 y r = 2p. †

Lema 4.2.9. Sea α ∈ Z[ζp], α = a0+a1ζp+a2ζ
2
p +...+ap−2ζ

p−2
p , ai ∈ Z, i = 0, 1, ..., p−2,

p | α ⇒ p | ai ∀i = 0, 1, ..., p− 2.

Demostración. Si p | α α = p(b0 + b1ζp + b2ζ
2
p + ... + bp−2ζ

p−2
p ) (a0 − pb0) + (a1 −

pb1)ζp + ... + (ap−2 − pbp−2)ζ
p−2
p = 0, como {1, ζp, ..., ζ

p−2
p } son una base para Q(ζp),

como Q-espacio vectorial ai − pbi = 0. †

Lema 4.2.10. Dados α, β ∈ Z[ζp] si p | (α − β) ⇒ p | α − β, en otras palabras

α ≡ β(modp) α ≡ β(modp).

Demostración. La conjugación compleja deja invariante a p. †

Lema 4.2.11. Sean α1, α2, ..., αn �nitos elementos de Z[ζp] (α1 + α2 + ... + αn)p ≡
αp

1 + αp
2 + ... + αp

n(modp).

Demostración. Es su�ciente mostrarlo para dos. (α +β)p = αp +βp +
∑p−1

n=1 Cp
nαp−nβn,

es fácil ver que p | Cp
n para todo n = 1, ..., p − 1 donde Cm

k denota m!
(m−k)!k! . entonces

(α + β)p ≡ αp + βp(modp). †

Lema 4.2.12. Sea α ∈ Z[ζp] entonces αp ≡ a(modp), para algún a ∈ Z.

Demostración. Sea α = a0+a1ζp+...+ap−2ζpp−2 αp ≡ ap
0+ap

1ζpp+...+ap
p−2(ζpp)p−2(modp)

⇒ αp ≡ ap
0 + ap

1 + ... + ap
p−2(modp). †

Proposición 4.2.13. Sea u unidad en Z[ζp], u
u = ζk

p para algún k ∈ {1, ., p− 1}.

Demostración. Dado que α = u
u tiene norma 1, igual que todos sus conjugados, debe-

mos tener que u
u es una raíz de la unidad entonces u

u = +ζk
p donde k ∈ {1, ., p − 1}.

Supongamos u = −uζk
p tomando potencias up = −up, haciendo congruencias modulo

p, existe a ∈ Z tal que a ≡ −a(modp) entonces p | 2a, como p 6= 2, p | a entonces

a ≡ 0(modp) por tanto up ≡ 0(modp), así p seria una unidad de donde λp, seria una

unidad, contradiciendo el hecho de Z[ζp]/〈λp〉 ∼= Zp. †
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4.3. Fermat Caso I

Teorema 4.3.1. Dados x, y, z ∈ Z tales que (x, y) = (x, z) = (y, z) = 1 y dado p > 3

un primo regular, si p - xyz ⇒ xp + yp 6= zp.

Demostración. Supongamos que xp + yp = zp, esta ecuación puede ser reescrita en Z[ζp]

como:

(x + y)(x + ζpy)(x + ζ2
py)...(x + ζp−1

p y) = zp (4.1)

ahora escribiendo (4.1) en términos de ideales

〈x + y〉〈x + yζp〉〈x + yζ2
p〉...〈x + yζp−1

p 〉 = 〈z〉p. (4.2)

A�rmación 4.3.2. No existe M ∈ Max(Z[ζp]) tal que ∀k ∈ {0, 2, ..., p− 1} 〈x+ yζp〉 ⊆
M y 〈x + yζk

p 〉 ⊆ M .

Si este M existiera entonces y(ζk
p − ζp) ∈ M por tanto −ζpy(1 − ζk−1

p ) ∈ M y por

(4.1.3) yλp ∈ M , por otro lado 〈x + yζp〉 ⊆ M entonces M | 〈x + yζp〉 así M | 〈z〉p,
como M es maximal M | 〈z〉, así z ∈ M . Ahora yp, z son primos relativos por hipótesis,

por tanto existen m,n ∈ Z tales que nyp + mz = 1, p = λp−1u1, u1 invertible de Z[ζp]

entonces nyλpu1λ
p−2
p + mz = 1 entonces 1 ∈ M , que es una contradicción por lo tanto

M no existe.

Por lo anterior y por la factorización única en dominios de Dedekind se sigue que

〈x + yζp〉 = Ip para algún ideal I en Z[ζp]. Como Ip es la identidad en Cl(Z[ζp]) y p es

regular, I tiene que ser la identidad, entonces existe α ∈ Z[ζp] tal que I = 〈α〉. Luego
〈x+yζp〉 = 〈αp〉, así que existe u invertible en Z[ζp] tal que x+yζp = uαp. Por (4.2.12) x+

yζp ≡ ua(modp) para algún a ∈ Z. Tomando conjugación compleja x+yζ−1
p ≡ ua(modp)

entonces x + yζp = u
u(x + yζ−1

p )(modp) así por (4.2.13) x + yζp = ζk
p (x + yζ−1

p )(modp)

para algún k ∈ {0, 1, ..., p− 1}. Entonces x + yζp ≡ xζk
p + yζk−1

p (modp). Si k 6= 1 p | x y

p | y, por lo tanto k = 1 entonces x ≡ y(modp).
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Siguiendo un razonamiento totalmente análogo y notando que xp + yp = zp implica que

xp +(−z)p ≡ (−y)p, obtenemos que x ≡ −z(modp), como x ≡ y(modp), xp ≡ yp(modp),

2xp ≡ xp + yp(modp) entonces 2xp ≡ zp(modp) así 2xp ≡ −x(modp) lo cual implica que

3xp ≡ 0(modp), como p > 3, xp ≡ 0(modp) entonces x ≡ 0(modp), que contradice las

hipótesis. †
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5. Teoría Analítica de Numeros y Fermat CasoII

5.1. Los Numeros de Bernoulli

Este capitulo se inicia discutiendo dos antiguos problemas, el primero de ellos trata

de encontrar una formula para la suma de las potencias k-ésimas de los primeros n

naturales. Es bien sabido que :

∑n−1
i=1 i = n(n−1)

2 ,
∑n−1

i=1 i2 = n(n−1)(2n−1)
6 ,

∑n−1
i=1 i3 = (n(n−1)

2 )2,

así la suma de las potencias k-ésimas de los primeros n − 1 naturales es un polinomio

en n, de grado k + 1. El problema era encontrar los coe�cientes de este polinomio, Ja-

cob Bernoulli encontró estos coe�cientes, debido esto son llamados los números de

Bernoulli.

Otro problema interesante era el siguiente: Si de�nimos para s > 1 Z(s) =
∑∞

n=1
1
ns ,

entonces ¾cual es el valor de Z(2m), m ∈ N?. En 1734 Euler mostró que Z(2) = π2

6 , más

adelante logró encontrar el valor de Z(2m) para todo m, sin embargo el valor en 2m+1

todavía es desconocido. Hay una relación directa entre los numeros Bernoulli y Z(2m).

Mejor aún es que estos números dan las herramientas necesarias para determinar por un

cálculo sencillo cuando un primo p es regular o no.

De�nición 5.1.1. La sucesión B0, B1, B2, ..., se de�ne inductivamente de la siguiente

forma: B0 = 1, (m + 1)Bm = −∑m−1
k=0 Cm+1

k Bk, donde Cm
k denota m!

(m−k)!k! . Los Bm se

conocen como los nùmeros de Bernoulli.

Lema 5.1.2. Si
∑∞

m=0 bm
tm

m! es la serie de potencias de f(t) = t
et−1 entonces ∀m ∈ N

bm = Bm.
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Demostración.

t=(et − 1)
∑∞

m=0 bm
tm

m!

t=
∑∞

n=1
tn

n!

∑∞
m=0 bm

tm

m!

t=
∑∞

n=0
tk+1

(k+1)!

∑∞
m=0 bm

tm

m!

1=
∑∞

n=0
tk

(k+1)!

∑∞
m=0 bm

tm

m!

1=
∑∞

m=0(
∑m

k=0
bk

(m−k+1)!k!)t
m

1=
∑∞

m=0
1

(m+1)!(
∑m

k=0 Cm+1
k bk)tm

igualando término a término obtenemos que b0 = 1 y para todo m ≥ 1 1
(m+1)!(

∑m
k=0 Cm+1

k bk) =

0 entonces
∑m

k=0 Cm+1
k bk = 0, por esto los bn satisfacen la misma recursión de Bm y

b0 = B0 †

De�nición 5.1.3. Sm(n) =
∑n−1

i=1 (i)m, m,n ∈ N∗.

Teorema 5.1.4. Dados m, n ∈ N (m + 1)Sm(n) =
∑m

k=0 Cm+1
k Bkn

m+1−k.

Demostración.
n−1∑

k=0

ekt =
n−1∑

k=0

(
∞∑

m=0

km tm

m!
) =

∞∑

m=0

(
n−1∑

k=0

km)
tm

m!
=

∞∑

m=0

Sm(n)
tm

m!
.

Ahora
n−1∑

k=0

ekt =
ent − 1
et − 1

=
ent − 1

t

t

et − 1
=

∞∑

k=1

nktk−1

k!
(
∞∑

m=0

Bm
tm

m!
) =
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∞∑

k=0

nk+1tk

(k + 1)!

∞∑

m=0

Bm
tm

m!
=

∞∑

m=0

(
m∑

k=0

bkn
m−k+1

(m− k + 1)!k!
)tm =

∞∑

m=0

1
(m + 1)!

(
m∑

k=0

Cm+1
k Bkn

m+1−n)tm

Igualando el coe�ciente de tm se obtiene Sm(n)
m! = 1

(m+1)!

∑m
k=0 Cm+1

k Bkn
m+1−n) †

De�nición 5.1.5. Dados r ∈ Q\{0}, r = a
b (a, b) = 1 y p ∈ Z primo de�nimos

Op(r) := ordp(a)− ordp(b) donde ordp(a) = ord〈p〉(〈a〉).

Lema 5.1.6. Dados r, s ∈ Q\{0}, Op(rs) = Op(r) + Op(s).

Demostración. Se sigue del hecho ordab(rs) = ordp(a) + ordp(a) a, b ∈ Z †

De�nición 5.1.7. Sea p un primo en Z , un racional r se dice p-entero si r ∈ Z(p), la

localización de Z en p.

Note que r es p-entero si y solo si Op(r) ≥ 0

De�nición 5.1.8. Dado un primo p y r,s en el anillo de los p-enteros: r ≡ s(modpn) ⇔
Op(r − s) ≥ n , n N.

Lema 5.1.9. Sm(n) =
∑m

k=0 Cm
k Bm−k

nk+1

k+1 .

Demostración. Por el teorema (5.1.4) (m + 1)Sm(n) =
∑m

i=0 Cm+1
i Bin

m+1−i, dado que

Cm+1
i = m+1

m−i+1Cm
i entonces Sm(n) =

∑m
i=0 Cm

i
Bin

m+1−i

m+1−i haciendo la sustitución k =

m− i, en la ultima suma se obtiene el resultado. †

Lema 5.1.10. Sea p primo y k un entero positivo, entonces

1. pk

k+1 es un p-entero.

2. pk

k+1 ≡ 0(modp) para k ≥ 2.

3. pk−2

k+1 es un p-entero si k ≥ 3 y p ≥ 5.

Demostración. (1) Para probar 1 es su�ciente ver que pk ≥ k + 1 esto se hará por

inducción en k. Si k = 1 es claro.

Supóngase pk ≥ k + 1 ⇒ k + 2 ≤ pk + 1 < 2pk ≤ pk+1.
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(2) Si k ≥ 2 entonces pk > k + 1. Si k + 1 = pnq (p, q) = 1 n ≥ 0 entonces pk−n

q > 1 por

tanto k > n así k − n ≥ 1 k − n = op( pk

k+1) entonces pk

k+1 ≡ 0(modp).

(3) Inductivamente se puede ver que k + 1 < pk−2 si k ≥ 3 y p ≥ 5, a su vez se concluye

que k − 2 > n entoncespk−2−n

q es p-entero y pk−2−n

q ≡ 0(modp). †

Proposición 5.1.11. Sea p un primo y m un entero positivo. Entonces pBm es un

p-entero. Si m es par mayor o igual que 2, pBm ≡ Sm(n)(modp).

Demostración. Como Sm(p) = pBm +
∑m

k=1 Cm
k Bm−k

pk+1

k+1 para probar que pBm es p-

entero es su�ciente probar que Cm
k pBm−k

pk

k+1 es p-entero para todo k = 1, ...,m.

Probemos por inducción en m que pBm es p-entero. El caso base claramente se cumple,

ahora supóngase que pBk es p-entero para 1 ≤ k ≤ m, por la parte 1 del lema anterior
pk

k+1 es p-entero entonces Cm
k pBm−k

pk

k+1 es p-entero para 1 ≤ k ≤ m.

Para establecer la congruencia es su�ciente mostrar que Op(Cm
k pBm−k

pk

k+1 ≥ 1 para

1 ≤ k ≤ m.

Si k = 1 Op(m
2 pBm−1p) = Op(m

2 ) + Op(pBm−1) + 1 ≥ Op(m
2 ) + 1, como m es par esto

es mayor o igual a 1.

Si k ≥ 2 Op(Cm
k pBm

pk

k+1) ≥ Op( pk

k+1) ≥ 1 por la parte 3 del lema anterior. †

5.2. Congruencias y criterio de regularidad

Lema 5.2.1. Sea p un primo. Entonces Sm(p) ≡ 0(modp) si p − 1 - m y Sm(p) ≡
−1(modp) si p− 1 | m.

Demostración. Sm(p) =
∑p−1

k=1 km, si p − 1 | m entonces kp−1 ≡ 1(modp) ∀1 ≤ k ≤ m

por tanto Sm(p) ≡ p− 1(modp) entonces Sm(p) ≡ p− 1(modp).

Sea g un generador del grupo cíclico Zp∗ tal que 1 < g < p,
∑p−1

k=1 km ≡ ∑p−1
k=1 gnm(modp)

entonces (gm−1)Sm(p) ≡ gm(p−1)−1 ≡ 0(modp), si p−1 - m, gm−1 6≡ 0(modp) entonces

Sm(p) ≡ 0(modp).

Teorema 5.2.2. (Claussen, Staudt) Sea m un entero positivo B2m = A2m−
∑

p−1|2m
1
p

donde A2m ∈ Z y la suma es sobre los primos p tales que p− 1 | 2m.
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Demostración. Sea n un entero positivo par y de�namos An := Bn+
∑

p−1|n
1
p , p primos.

Caso 1: Sea q primo tal que q−1 - Bn, entonces Bn es un q-entero ya que qBn ≡ Sn(q) ≡
0(modq), de otro lado 1

p es q-entero para todo primp p tal que p 6= q. Así An es q-entero

para todo q tal que q − 1 - n.

Caso 2: Sea q primo tal que q−1 | n entonces An := Bn+ 1
q +

∑
p−1|n,p6=q

1
p , como q−1 | n,

Sn(q) ≡ −1(modq), y como qBn ≡ Sn(q)(modq), qBn ≡ −1(modq), así por de�nición

Oq(qBn + 1) ≥ 1. Ahora Oq(Bn + 1
q ) = Oq(qBn + 1) + Oq(1

q ) = Oq(qBn + 1) − 1 ≥
1 − 1 = 0 ⇒ Bn + 1

q es un q-entero entonces An es un p-entero para todo primo p ⇒
An ∈

⋂
p∈Spec(Z) = Z †

Siguiendo en el camino de las propiedades de los numeros de Bernoulli se tiene la

congruencia de Kummer, llamada así debido a su autor.

Teorema 5.2.3. Si p es un primo impar y p− 1 - m, m un entero positivo par entonces
Bm
m es un p-entero y Bm+p−1

m+p−1 ≡ Bm
m (modp).

Ver ([2]Teo 5 pg 239).

Los siguientes resultados, también de Kummer, permiten relacionar íntimamente

los primos regulares con los numeros de Bernoulli, sus pruebas requieren so�sticados

métodos del análisis complejo los cuales no son el propósito de este trabajo, si se quiere

profundizar en el tema puede remitirse a ([4] Corolario al Teorema 2,Teorema 3 pg377).

Teorema 5.2.4. (Kummer) Un primo p ≥ 3 es regular si y sólo si el numerador de los

numeros de Bernoulli {B2, B4, ..., Bp−3} no es divisible por p.

Teorema 5.2.5. (Lema de Kummer) Sea p primo regular, dada una unidad ε ∈ Z[ζp],

si ε ≡ a(modp) para algún a ∈ Z existe ε0 ∈ Z[ζp] tal que ε = εp
0.

5.3. Fermat Caso II

Después que Kummer desarrollara su teoría del grupo de clases de ideales y con esta

pudiera inventar los primos regulares, Kummer llegó lo mas cerca que ninguno antes
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de el hubiese logrado en la búsqueda de respuesta al UTF, lamentablemente el mismo

habría de demostrar que a su avance le faltaban in�nitos casos por cubrir.

Teorema 5.3.1. Dado un numero primo p ≥ 3, si p es regular xp + yp 6= zp, para

numeros x, y, z todos distintos de cero.

Demostración. Supongamos que existen x, y, z ∈ Z tales que xp + yp = zp y xyz 6= 0.

Asumamos que x, y, z son primos relativos , dado que el caso 1, ya se ha probado, pode-

mos asumir que uno y sólo uno de x, y, z es divisible por p, sin perdida de generalidad,

supongamos z. Por lo tanto existe z0 ∈ Z tal que z = z0p
n, con n ≥ 1 y (z0, p) = 1

entonces xp + yp = zp
0p

np. Sabemos que en Z[ζp], p = λp−1
p u u invertible en Z[ζp]. Por

lo tanto xp + yp = zp
0(λp)np(p−1)up. Notese que (p − 1)n ≥ 1 así en Z[ζp] tenemos una

ecuación del tipo

xp + yp = zp
0(λp)mup (5.1)

u invertible, x, y, z0 no divisibles por λp y m ≥ 1. Tomemos una de estas ecuaciones

tal que m sea mínimo, sabemos que en Z[ζp] esta ecuación puede ser escrita como

p−1∏

i=0

(x + yζi
p) = zp

0λ
m
p up, (5.2)

pasando a ideales tenemos

p−1∏

i=0

〈x + yζi
p〉 = 〈z0〉p〈λp〉m (5.3)

como mp > 0, 〈λp〉 divide al menos algún 〈x+yζi
p〉 , como x+yζi

p = x+yζj
p− ζj

p(1−
ζi−j
p )y, 〈λp〉 divide a todos los términos en el producto.

A�rmación 5.3.2. Sea 0 ≤ j < i ≤ p − 1 entonces la clase de x+yζj
p

λp
es diferente a la

de x + yζj
p modulo 〈λp〉.
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Demostración. Si las clases fueran iguales se tendría que λ2
p | ζj

p(1 − ζi−j
p )y por tanto

λp | y , contradiciendo las hipótesis. †

Con esto y ya que Z[ζp]/〈λp〉 ∼= Zp tenemos que uno y sólo uno entre x+yζi
p

λp
;

i = 0, ..., p − 1 es divisible por λp o ,equivalentemente, uno y sólo uno entre x + yζi
p

es divisible por λ2
p. Sin perder generalidad podemos suponer que es x + y, ya que en la

ecuación original puedo cambiar y por yζi
p.

De la a�rmación se deduce que:

ordλp(
∏p−1

i=0 〈x + yζi
p〉) = ordλp(〈x + y〉) + ordλp(

∏p−1
i=0 〈x + yζi

p〉) = ordλp(〈x + y〉) +
∑p−1

i=0 ordλp(〈x + yζi
p〉) = ordλp(〈x + y〉) + p− 1 ≥ 2 + p− 1 = p + 1

como ordλp(〈λp〉mp〈z0〉p) = mp entonces m > 1

Sea M = 〈x〉 + 〈y〉, se tiene que M * 〈λp〉 ya que 〈x〉 * 〈λp〉 y 〈y〉 * 〈λp〉. Co-
mo M + 〈λp〉 = 〈1〉 y 〈x + yζi

p〉 ⊂ M se cumple que 〈λp〉M ⊇ 〈x + yζi
p〉 por tanto

〈x + yζi
p〉 = 〈λp〉MAi para i = 1, .., p − 1 y Ai ideales tales que Ai + 〈λp〉 = 〈1〉. Co-

mo ordp(〈z0〉p〈λp〉mp) = mp y ordp(
∏p−1

i=1 〈x + yζi
p〉) = p − 1 tenemos que 〈x + y〉 =

〈λp〉p(m−1)+1MA0 con A0 + 〈λp〉 = 〈1〉.

A�rmación 5.3.3. Ai + Aj = 〈1〉 , i 6= j

Demostración. Supongamos que existen ideales Mij = Ai+Aj , i > j. Entonces x+yζi
p ,

x+yζi
p pertenecerían a 〈λp〉MMij así x(1−1ζi−j

p ) y yλj
p(1−1ζi−j

p ) estarían en 〈λp〉MMij

entonces 〈λp〉MMij dividiría a 〈x〉〈λp〉 y 〈y〉〈λp〉 por tanto MMij dividiría tanto a 〈x〉
como a 〈y〉 entonces MMij = M por lo tanto Mij = 〈1〉. †.

De lo anterior obtenemos Mp〈λp〉mp
∏p−1

i=0 Ai = 〈λp〉pm〈z0〉p como los Ai son coprimos

existen Bi ideales tales que Ai = Bp
i para todo i, i = 0, 1.., p− 1

〈x + y〉 = 〈λp〉p(m−1)+1MBp
0 (5.4)

〈x + yλi
p〉 = 〈λp〉MBp

i (5.5)
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Sea C0 ideal tal que B0C0 es principal, multiplicando (5.4) por (C0Bi)p y (5.5) por

〈λp〉p(m−1)〈α0〉p donde 〈α0〉 = C0B0 obtenemos

〈x + yζi
p〉〈λp〉p(m−1)〈α0〉p = 〈x + y〉(BiC0)p (5.6)

,para i = 1, ...p− 1.

Entonces (BiC0)p es principal, como el primo p es regular (BiC0) es principal en-

tonces (BiC0)=〈αi〉. Notese que αi 6∈ 〈λp〉 con i = 0, ..p− 1. Así obtenemos

(x + yζi
p)(λp)p(m−1)αp

0 = (x + y)αp
i ui (5.7)

con ui invertibles para i = 1, .., p− 1.

Consideremos la siguiente ecuación que es claramente cierta

(x + yζp)(1 + ζp)− (x + yζ2
p ) = ζp(x + y) (5.8)

si multiplicamos esta ecuación por λ
p(m−1)
p αp y utilizamos (5.7) con i = 1, 2 llegamos a

(1 + ζp)(x + y)αp
1u1 − (x + y)αp

2u2 = ζp(x + y)λp(m−1)
p α0 (5.9)

que es equivalente a

(1 + ζp)α
p
1u1 − αp

2u2 = ζpλ
p(m−1)
p α0 (5.10)

reescribiendo obtenemos

αp
1 + u3α

p
2 = u4λ

p(m−1)
p αp

0 (5.11)

donde u3 = −u2
u1(ζp+1) y u4 = ζp

u1(ζp+1) . Dado que p(m − 1) ≥ p, αp
1 + u3α

p
2 ≡

0(mod〈λp〉p) como α2 6∈ 〈λp〉 y 〈λp〉 es maximal, 〈α2〉+ 〈λp〉p = 〈1〉 entonces αp
1 + u3 ≡
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0(mod〈pλp〉) por tanto u3 ≡ −αp
1(modp) y u3 ≡ a(modp) para algún a en Z, se sigue

del lema de Kummer que existe u5 ∈ Z[ζp] tal que u3 = up
5 por tanto

αp
1 + (u5α2)p = u4λ

p(m−1)
p αp

0 (5.12)

que es una ecuación del tipo (5.1), pero con el exponente de λp
p igual a m − 1,

contradiciendo la minimalidad de m. †

5.4. Irregulares e In�nitud

Habiendo mostrado la valides de UTF en el caso de los primos regulares, Kummer

se encuentra con que hay in�nitos primos no regulares, peor aún no logra demostrar si

hay in�nitos regulares o no. Hasta el momento esta es una pregunta sin respuesta.

Teorema 5.4.1. B2m = (−1)m+12 (2m)!
(2π)2m Z(2m)

Demostración. La prueba de esto necesita un resultado clásico del análisis:

cot(x) =
1
x
− 2

∞∑

n=1

x

n2π2 − x2
(5.13)

multiplicando por x

x cot(x) = 1− 2
∞∑

n=1

x2

n2π2 − x2
= 1− 2

∞∑

n=1

( x
nπ )2

1− ( x
nπ )2

(5.14)

utilizando la expansión en serie geométrica

x cot(x) = 1− 2
∞∑

n=1

(
∞∑

m=1

x2m

n2mπ2m
) = 1− 2

∞∑

m=1

∞∑

n=1

(
1

n2m
)
x2m

π2m
= 1− 2

∞∑

m=1

Z(2m)
x2m

π2m

(5.15)

de otro lado como cos(x) = eix+e−ix

2 , sin(x) = eix−e−ix

2 podemos ver que x cot(x) =

ix + 2ix
e2ix−1

= ix +
∑∞

n=0 Bn
(2ix)n

n! = 1 +
∑∞

n=2 Bn
(2ix)n

n! lo que implica

−2
∞∑

m=1

z(2m)
x2m

π2m
=

∞∑

n=2

Bn
(2ix)n

n!
(5.16)

comparando los coe�cientes de x2m en ambas series obtenemos el resultado †
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Corolario 5.4.2. | B2m
2m |→ ∞ si m →∞.

Demostración. Claramente z(2m) > 1 entonces | B2m |> 2(2m)!
(2π)2m de la expresión en serie

de ex es obvio que en > nn

n! ∀n ≥ 1 por tanto | B2m |> 2(2m)2m

(2πe)2m = 2( m
πe)2m → ∞ si

m →∞. †

De�nición 5.4.3. Un primo p es irregular si no es regular.

Teorema 5.4.4. El conjunto de los primos irregulares es in�nito.

Demostración. Supongamos que este conjunto es �nito, sean p1, p2, ..., pk sus elementos.

Sea n = m(p1−1)(p2−1)...(pk−1) con m par, como B2r
2r →∞ cuando r →∞, podemos

escoger m lo su�cientemente grande para que | Bn
n |> 1. Sean un, vn enteros tales que

Bn
n = un

un
y (un, vn) = 1 encojase un primo p tal que p | un, si p − 1 | n, por (claussen,

staud) p | vn, contradiciendo que (un, vn) = 1 entonces p− 1 - n y p 6= pi, i = 1, 2, ..., k

y p 6= 2.

Dado s ≡ n(mod p−1) con 0 ≤ s < p−1 por lo anterior s es par entonces 2 ≤ s ≤ p−3,

por la congruencia de Kummer Bn
n ≡ Bs

s (mod p), ya que Op(Bn
n − Bm

m ) > 0 entonces

Op(Bm
m ) > 0, Op(Bm

m ) = Op(Bm) > 0 como 2 ≤ m ≤ p− 3 por el lema de Kummer p es

irregular entonces no pueden haber �nitos irregulares.

†
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