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Notacion y Convenciones

Todos los anillos son conmutativos y tienen identidad, denotada por 1.

Las letras N, Z, Q, R, C y Z, se reservan para los naturales, los enteros los

racionales, los reales , los complejos y los enteros moédulo p respectivamente.
Sea R, un anillo U(R) es el conjunto de elementos invertibles de R.
Sea R, un dominio Q(R) es su campo de fracciones.

Sea R subanillo de un anillo S. Si s € S, R[s] es el minimo subanillo de S que

contiene a Ry a s.

Si R es un anillo, y J un ideal de R. v/.J := {r € R:existe n tal que "€ J}.
Si K es un campo K es una clausura algebraica de K.

Si K es un campo, K* =K'\ 0.

Si W, es una variedad algebraica y X C W, X es la clausura de Zariski de X en
w.

Si R es un anillo y A una R-algebra, siempre se supondréa que el morfismo de R a

A es inyectivo.
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Introduccion

En 1939 el mateméatico Aleman Ott-Heinrich Keller en su publicacion titulada "Ganze
Cremona-Transformationen" formulé una pregunta sobre funciones polinomiales de los
enteros en si mismos, la idea central en la pregunta de Keller es tratar de caracterizar
algebraicamente cuando una funcién polinomial es biyeccion con inversa polinomial. Es-
ta pregunta se puede generalizar a dominios con campo de cocientes de caracteristica
cero y a esta generalizacion se le conoce como "Problema generalizado de Keller". El
proposito central de este trabajo es exponer en forma clara, breve y con herramientas no
sofisticadas del algebra conmutativa los resultados actuales sobre la pregunta de Keller,

que hasta el dia de hoy es un problema abierto.

El problema de Keller es el siguiente:
Dados Sea Z[z1,...,xy,] el anillo de polinomios en n variables sobre Z. Una funcidn

polinomial es una funcion F = (f1,..., fn) : Z" — Z"™ de la forma

(a1y.eeyap) — (filar, ..,apn), ..., fu(as, ..., an))

Donde cada f; es un elemento de Z[z1, ..., z,]. Una funciéon polinomial F' se dice invertible
si existe una funciéon polinomial G : Z" — Z" tal que x; = g;(f1,-.., fn) para todo
1 < ¢ < n. Se verifica facilmente que la nocién de ser invertible es equivalente a la

siguiente igualdad:

Z[ml,...,xn] :Z[fl,...,fn] (1)

Respecto a la definicién anterior surge la pregunta: ; Existe algin método sencillo para

saber cuando F' es invertible?

Encontrar una condicién necesaria es algo sencillo, ya que si F' fuera invertible y si

denotamos JF' la matriz

dfi
(%)lgwén

J
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Utilizando la regla de la cadena obtendriamos que JF' es invertible, que por supuesto
es equivalente a que su determinante sea 1 o —1. Notese que si cambiamos Z, por un
dominio arbitrario R (Problema generalizado de Keller), la conclusion seria entonces que
Det(JF) pertenece a las unidades de R. Ahora la pregunta es, jes ésta una condicion
suficiente?. Si pensamos primero en el caso en que la caracteristica de R es p > 0 la
respuesta es no. Tome n =1y F(X) = X — X? en este caso Det(JF) = 1, pero aqui

todo el anillo primo va al cero.

Por lo anterior podemos asumir que la caracteristica de R es cero. En este casosin =1
es facil ver que la condicion es suficiente, ya que si F/(X) € U(R), F(X) es un polinomio
lineal no constante con coeficiente lider unidad, por tanto invertible. Sin embargo el caso
n > 2, es un problema abierto que tiene como caso particular la famosa Conjetura del
Jacobiano:

Conjetura del Jacobiano. Sea F': C" — C" Polinomial. Si Det(JF') € C*, entonces

Cl21, e, Tn] = CLf1, ey fl- 2)

Pensando solamente en el caso complejo, la pregunta podria ser mas general, como por

ejemplo, jque pasa si F' fuera analitica?. Desafortunadamente en la funcién

F(z,y) = (e",ye™™)

Det(JF) = 1y no es inyectiva. Peor atin se puede encontrar F' : C> — C? analitica en
cada componente, inyectiva, con Det(JF') = 1, pero no sobreyectiva. Lo anterior como
veremos en el capitulo tres es imposible para funciones polinomiales. Asi, la conjetura del
Jacobiano debe depender de propiedades especificas de los polinomios en caracteristica

cero.

A pesar de la sencillez de la pregunta hecha por Keller, por ahora no sea a podido dar
alguna respuesta. Hasta el momento se han publicado varias pruebas que finalmente
resultaron fallidas. El intento mas reciente se dio en enero de este ano, cuando la pro-

fesora Carolyn Dean del departamento de Matematicas de Michigan, después de siete
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anos de trabajo en el caso n = 2, al parecer habia encontrado una prueba libre de er-
rores. Desafortunadamente al poco tiempo del gran anuncio se le encontré una falla a el

argumento de Dean, que hasta hoy no se ha podido corregir.

En la literatura actual las referencias mas completas sobre el problema de Keller son:
[B], [E], [W]. Todas estas retinen los resultados mas recientes sobre el problema, desafor-
tunadamente se utiliza un nivel de sofisticacién no accequible al publico matemaético
general. En principio, en este trabajo se obtienen algunos de estos resultados con her-

ramientas basicas del 4dlgebra conmutativa.

En el primer capitulo se recuerdan algunos resultados del algebra conmutativa y de la
geometria algebraica afin que serdn necesarios a lo largo de este trabajo. En el segundo
capitulo, basicamente se reduce el problema de Keller a el caso de campos algebraica-
mente cerrados y alli se da un primer acercamiento al campo de los nimeros complejos.
En el tercer capitulo se estudian los morfismos entre variedades afines de igual dimension,
y con esto se logra el primer resultado; si el grado de F' es menor o igual a dos la con-
jetura es cierta. También en este capitulo se verifica que la conjetura del Jacobiano y el
problema de Keller son enunciados equivalentes. Ya para este punto la idea es utilizar la
estructura analitica que tiene C, suméndole a esto el estudio de las derivaciones que son
similares la derivada usual sobre los complejos. Finalmente la condicion Det(JF) =1
se cambia por una condicién algebraica equivalente y con esto se encuentra una prueba
sencilla del Lema (5.8), que hasta el momento solo se tenia gracias a que cierto modulo

era plano, resultado que necesitaba una gran maquinaria.

En resumen este trabajo es auto contenido y permite una breve introduccién a la con-
jetura del Jacobiano, con pruebas novedosas pero sencillas de algunos de los resultados

mas relevantes sobre la misma.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Extensiones integrales

Proposicion 1.1. Sea R un subanillo de un dominio entero S, y supongamos que S es

integral sobre R. Entonces S es campo si y solo si R es campo.

Demostracion.

(<) Supongamos que R es campo. Sea s € S, s # 0. Entonces como s es integral sobre

R, s es algebraico sobre R. R(s) = R[s] C S asi el campo R(s) esta contenido en S

pero s~! € R(s) asf s7! € R.

(=) Supongamos que S es campo. Sear € R, r # 0 entonces r~! € Sy como S es inte-

gral sobre R existen ag, ..., a,_1 elementos de R tales que (r™!)" + a,_1(r~1)" 1 + ... + ao = 0.

Multiplicado por "1 se ve que 7! = —(an_1) + ... + a1 2 + apr" ! € R. O

Corolario 1.2. Sea R un subanillo de un anillo S, y supongamos que S es integral sobre
R. Sea Q € Spec(S) y P := QN R. Entonces Q es mazimal en S si y solo si P lo es en
R.

Demostracion. R/P se puede ver como un subanillo de S/Q y dado que S es integral
sobre R es facil ver que S/Q es integral sobre R/P; ahora por el lema anterior R/P es

campo si y solo si S/Q es campo. O
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Teorema 1.3. (Lying-over)
Sea R un subanillo de un anillo S, y supongamos que S es integral sobre R. Dado

P € Spec(R), existe Q € Spec(S) tal que QN R = P.
Demostracion. Ver [AM] O

Teorema 1.4. (Going-up)
Sea R un subanillo de un anillo S, y supongamos que S es integral sobre R. Sean m,n

naturales con m < n. Sea

PSP G .. .G P11 &P,

una cadena de tdeales primos de R y supongamos que

Qo&1 &, s & Qm1 G Qnm

es una cadena de primos de S tal que Q; N R = P;, para todo i = 0, ...,m. Entonces es

posible extender la ultima cadena por ideales primos Qm+1, ..., @n de S, de manera que
Q;NR=F
Demostracion. Utilizando (1.3) inducctivamente se tiene el resultado. O

1.1.1. Dimension

Definicién 1.5. Sea R un anillo.
1. Una cadena
PSP G,....C P,
de primos de R se dice que tiene longitud n si esta compuesta por n+ 1 eslabones.
2. La dimension de R, denotada por dim(R), es definida como

Sup{n € N : existe cadena de primos de longitud n en R}
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3. Dado P € Spec(R), la altura de P, denotada por ht(P) se define como el supremo

de la longitud de cadenas definimos:
Ph¢P & ... P11 &P, =P.

Lema 1.6. Sea R un anillo de dimension finita y sea P € Spec(R). Entonces ht(P) +
dim(R/P) < dim(R).

Demostracion. Es claro de la correspondencia reticular entre Spec(R/P) y los primos

de R que contienen a P. ]

Teorema 1.7. Sea R un subanillo de un anillo R, y supongamos que S es integral sobre

R. Entonces dim(R) = dim(S)

Demostracion. Es una consecuencia directa de (1.4). Para una demostracion detallada

ver [AM] capitulo 5. O

1.2. Algebras afines

Un polinomio f € K|z, ...x,] con coeficientes en un campo K define una funcion f :
K" — K; el valor de f en un punto (ay,...,a,) € K" se obtiene sustituyendo a; por z;
en f. La funcion definida por f se llama funcion polinomial. Si K es infinito, entonces la
dnica funcién polinomial que se anula en todo K™ es el polinomio cero. Por esto si K es
infinito distintos polinomios definen diferentes funciones. Asi, K[z, ..., z,] se puede ver
como el anillo de funciones polinomiales sobre K",

Dado un subconjunto I C K[x1,...,x,], se define un subconjunto algebraico o variedad

algebraica de K™ por:
Zx(I) = {(a1,...,an) € K" : f(a1,...,an) =0 paratoda f € I}.

Dada la definicion de Zk(I), es claro que Zg(I) = Zg({I)).

Si V' = Zg(I) es un conjunto algebraico un subconjunto algebraico W C V es un conjunto
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de la forma W = Zg(J) para algun ideal J.
Ahora dado V' C K", se define

I(V)={f eK[z1,....,2s] : f(a1,...,a,) =0 para toda (ai,...,a,) € V}

Es claro que I(V') es un ideal. Una funcion regular sobre V' es por definicién una funcion
polinomial de K" restringida V. Identificando polinomios si ellos coinciden sobre V', se

obtiene el anillo coordenado K[V] de V. De la definicion es claro que
K[V] =K[z1, ..., x| /I(V).
Definicién 1.8. Si R es un anillo y J C R es un ideal, entonces el conjunto
rad(J):={f € R: f* € I para algan n natural}

se denomina el radical de J.

Es facil ver que rad(I) es un ideal que contiene a J. Un ideal I se llama radical si y solo
si I = rad(I). Por lo anterior, R/I es libre de nilpotentes < I es radical. Es facil ver que
si X C K", I(X) es radical; de aqui se puede deducir que no toda imagen homomorfa

de K[z, ..., zy] es un anillo de coordenadas

Teorema 1.9. (Ceros de Hilbert)

Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Si I C Kz1,...,zy] es un ideal, entonces
I(Zx(I)) = VI.

Asi, las correspondencias I — Zg(I) y X — I(X) inducen una biyeccidn entre las

colecciones de subconjuntos algebraicos de K™ e ideales radicales de K[z, ..., xy)
Demostracion. Ver [K]| O
Definicién 1.10. Un anillo se dice reducido si es libre de nilpotentes.

Corolario 1.11. Si K es un campo algebraicamente cerrado y A es una K-algebra en-
tonces, A = K[V] para algin conjunto algebraico V' siy solo si A es finitamente generada

y reducida.
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Corolario 1.12. Sea K un campo algebraicamente cerrado y sea V- C K™ un subconjunto
algebraico. Todo Mazimal de K[V| es de la forma Mp = (x1 —aq,...,xp —an)/I1(V) para
algin P = (a1, ...,an) € K™ En particular, los puntos de V estin en correspondencia

biyectiva con los mazimales de K[X].

Demostracion. Es suficiente ver el caso en el que K[X]| = K[z, ..., 2], es decir cuando
X = K" Sea M maximal de K[z1, ..., z,]entonces 1(Zg(M)) = M ya que todo primo
es radical. Sea P € Zg(M) entonces I(P) 2 I(Zg(M)) = M. Como M es maximal y
1 ¢ I(P) se tiene que I(P) = M. Ahora, (1 —ay,...,xn — an) € I(P) y es un maximal,
entonces

(x1 — a1y .oy @y —an) = I(P) = M.

Teorema 1.13. (Ceros de Hilbert version algebraica).
Sea K un campo y L una extension de K. Dados elementos ay,...,ap de L tales que

Ko, ..., an] es un campo, entonces ayq, ..., a, son algebraicos sobre K
Demostracion. Ver [K]. O

Definicion 1.14. Un anillo R se dice de Jacobson si para todo ideal I C R
P=(M
PDIJ MDI

P € Spec(R) M € Max(R)

Lema 1.15. Sea R un anillo y sea I un ideal propio de R, entonces:

Vi= (] P
PeSpec(R)
PDI

Demostracion. O]

Proposicion 1.16. Sea K un campo algebraicamente cerrado, A un anillo de coorde-

nadas, entonces A es de Jacobson.
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Demostracion. Es suficiente ver que K[z, ..., z,] es de Jacobson. Sea I C Kz, ...

unideal y sea V = Zg (). entonces

Ahora,

v={J{}

zeV

1(v)= () I{x}) = () M,

zeV zeV

ﬂ M, D ﬂ M
zeV MDI

M € Maz(R)

(V) = (Ze(D)) = VI

Vi= (] P

PeSpec(R)
POI
N P2 (| M
PeSpec(R) MeMax(R)
PDI MDI

La igualdad es inmediata ya que todo maximal es primo.

1.2.1.

Correspondencia entre variedades y K-algebras

10

) T

Dadas V C K" y W C K™, variedades algebraicas, la funciones mas naturales entre ellas

son las restricciones polinomiales, tales funciones

F:V—W

son llamadas morfismos de variedades.

Todo morfismo F' : V — W de variedades induce

F* . K[W] — K[V],

g—gokF

un homomorfismo de K-algebras entre sus anillos de coordenadas.
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Teorema 1.17. Sean V' y W wvariedades como antes. Dado G : K[W| — K[V], homo-

morfismo de K-algebras, existe un morfismo F:V — W. Tal que F* = G.

Demostracion. Si fo+1(V) = G(y;+1(W)) paraj = 1,...,m donde KIW] = K[y, ..., ym|/I(W).

Podemos construir la funcién polinomial
F:K" — K™
(a17 R an) L — (fl(al) A an)7 ] fm(a1’ R an))

1. F(V) C W. Sea a € V, para ver que F(a) € W es suficiente ver que F(a) €
Zg(I(W)).

2. Sea h(yi,...ym) € I(W) entonces;

h(F(a)) =h(fi(a), fa(a), .., fm(a)) = h(G1i(y1)(a), G2(y2)(a), .., Gm(ym)(a)) =G(h)(a).

Dado que h € I(W), G(h) =0 en K[V]; es decir, G(h) € I(V) y como a € V,
G(h)(a) = 0. Ahora es inmediato de la definicién que F* = G.

1.3. Grado de trascendencia

Para una explicacion detallada de bases de trascendencia ver |Lan2|

Definicion 1.18. Sean Ki, Ky campos tales que K; C Ko; trady, (Ks) es el grado de
trascendencia de Ko sobre K;. Este es el cardinal de cualquier base de trascendencia

para Ko sobre Kj.

Teorema 1.19. Sea K un campo y A un dominio integral que es una K-algebra finita-

mente generada. Entonces:
1. dim(A) = Tradg(Q(A)).

2. Para todo P € Spec(A), ht(P) + dim(A/P) = dim(A).
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Demostracion. Ver [AM] o [K].

12



Capitulo 2

Primeras reducciones

Conjetura de Keller: Sea R un dominio de caracteristica cero, y sean fi, fa, ..., fa

elementos de R[x1,z2,...,x,] tales que, haciendo F := (f1, fo, ..., fn)

df;

J(F) = (da:j

)i.j (2.1)

es una Matriz invertible en R[z1, 2, ..., x,] 0 equivalentemente que su determinante es

unidad de R; entonces

R[fl,fg,...,fn] = R[.Tl,ZEQ...l‘n]. (22)

Observacion 2.1. Es claro que si J(F) es una matriz invertible sobre R[x1, 2, ..., Ty,
J(F)(a1,az2,...,a,) es una matriz invertible sobre R para todo (a1, as,...,a,) € R™. No

obstante, el converso no se tiene a menos que R sea un campo algebraicamente cerrado.

Ejemplo 2.2. Sea f: R — R, z — 2> + x. Su derivada es invertible para todo valor en

R pero su inversa no es polinomial.
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2.1. Empezando por los Campos

Evidentemente una motivaciéon para la Conjetura de Keller es el teorema de la funciéon
inversa. Por esto en el estudio de la conjetura un punto inicial seria tratar de ver los
polinomios como funciones sobre R y ademas, que propiedades como que J(F') sea in-
vertible dependan de sus valores sobre R como funcién polinomial. Desafortunadamente
como vimos en el ejemplo anterior esto no siempre se tiene, por esto en este capitulo se
desarrollan las primeras herramientas para llegar a los campos algebraicamente cerrados

donde si podemos contar con estas ventajas.
Teorema 2.3. Es suficiente probar la conjetura de Keller en el caso en que R es campo.

Demostracion. Podemos suponer que f;(0,....,0) = 0 por medio de la sustitucion
fi = fl—fZ(O, ceeny 0) Entonces f; = rjiz1 +rioxo, ..., +rinTy —I—Pl'(iL'l, T, ...y l’n) Donde los

términos de P; son de grado mayor o igual a 2, por lo tanto

dfi

d.%’j

(

)(0,,0) = Tij. (23)

Si A = (r45)i,; entonces Det(J(f)) evaluado en (0,0, .....,0) es Det(A), asi por hipotesis
A es una matriz invertible sobre R. Entonces haciendo el cambio de variable ¥ = AZ

claramente

Cada f; ahora depende de (Y1,Ys,.....Y,,) v por la regla de la cadena (5%])” sigue

cumpliendo las hipétesis, y f; = Y; + P; tiene so6lo términos de grado mayor o igual a

dos.

Si K=Q(R), K[Y1,Ys....Y,]| =K][f1, fa..., fn], y por tanto (2.4)
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_E: . gl eg2 o opgn
Y= CJL~-~J”1 2 fn'

Mostremos que los Cj1,... jn estdn en R. Para ver esto defina un buen orden sobre N" de la
manera siguiente. Primero sea V' = (a1, ag, ...a,) un elemento de N” entonces definimos

Vi. = (a1, a2, ...ax,0...,0) y la norma de V, [[V[j; = >_%_, a;. Se define entonces el orden

V < W si ocurre alguna de las siguientes:
L[V < W]
2. Existe k tal que 1 £ k < n con:

a) Vil < [[Wil

b) Vil =Wl s n=j >k

Se puede ver inductivamente que < es un orden lineal. Si no ocurriera que V < W

y que W < V entonces ||[V] = ||[W]|; ahora, si ||[V—1|| < |[[Wn-1| entonces, como
IVall = [|[Whll, se tiene V. < W. Andlogamente se ve que ||[Wp_1|| < [|[Va—1|l no es
posible. Asi, inductivamente, es claro que ||Vi| = ||[Wk|| Vk, 1 < k < n lo que claramente

implica que V = W. Dado que solo existen finitas tuplas con una norma dada, el orden
definido es un buen orden sobre N™.

Ahora, dado
Y = Zle,...,jn RN RRER
se mostrard por induccién en el orden definido que los Cj1, ..., estdn en R.
1. Caso base: Cp,.. o = 0 que es un elemento de R.

2. Paso inductivo: Supongamos que todo Cjq,...,Cj, € R para toda tupla (ji, ..., jn) <

(i1, ..., i), donde (i1, ...,i,) es una tupla fija. Como

- . CopJl pj2 jn . Copdl pj2 jn
Y; = E : Cit,gnfi 137 0+ Cit,nfi 137 1)

(j17~~~7jn)<(i17~~~7in) (j1’~v-7jn)2(i17--~7in)
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Entonces por hipétesis de induccién tendriamos que

. A
Ci,.infl 137 - fI" € RN1,.... Y,
(jl?"'vjn)z(ilv"'vin)

En este ultimo polinomio, como f; = Y; +... cosas de grado grado mayor el
monomio YleQﬂ, ...,Y,f” aparece con coeficiente C;1,Cjo, ..., Cj, por esto él esta

en R.

Por lo anterior cada Y; € R|[f1,..., fn] y entonces R[Y1,..., Y] = R[f1, ..., fal. O

2.2. Subiendo a la Cerradura Algebraica

En este punto ya estamos en capacidad de pasar al caso algebraicamente cerrado.

Teorema 2.4. Es suficiente probar la conjetura de Keller en el caso en que K := R es

un campo algebraicamente cerrado.

Demostracion. Sea K una clausura algebraica de K. Sean f1, ..., f,, elementos de K|[x1, ..., 7]
tales que K[f1,..., fn] = K[z1,...,2,]. Entonces existen G1i,...,G, € K[f1,..., fa] tales

que

Xi =Gi(f1,-s fn)-

Sea L una extensién finita de K que contenga todos los coeficientes de los G;‘s y sea de
Galois sobre K. Siempre puedo hallarse ya que K es perfecto.
G = Gal(L/K) actua naturalmente sobre L[X7, ..., X;,] de la siguiente forma. Dado g €

G, sea g: L[Xy,..., X, — L[X1, ..., X;,] la extension natural del isomorfismo g : L — L.

GIX; = XP=>"GUf, .. 1) =

geG geG

Y Glfrs ) = D (Ctegn) Vs £

geG geG
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Donde G;(Y1,...,Yn) = 32 Cj1,..jnY¥7 ", ... Yi". Obviamente 3" (Cji1,...jn)? € Fiz(G) =
K luego |G|X; € K|[f1,..., fn] y por tanto X; € K[fi,..., fn] para todo 1 < i < n, asi

K[X1, ., Xn] = K[f1, ., [nl. O
2.2.1. El caso Complejo implica inyectividad

Por todo lo anterior supondremos de ahora en adelante que fi, ..., f,, € K[X1, ..., Xy|, K
es un campo algebraicamente cerrado de caracteristica cero. (f1(0), ..., f,(0)) = (0, ..., 0)

y Det(J(F)) € K. A los f; s les podemos asociar una funciéon polinomial

F:K"— K"
(1, ey ) = (f1(X1y s Tn)y ooy fr(T1, oy T0),
un morfismo entre variedades irreducibles de la misma dimension.
Lema 2.5. F es un isomorfismo polinomial si y solo si K[f1,..., fn] = K[x1, ..., 2p].

Demostracion. 1. Si K[f1,..., fn] = K[z1,...,2,] para todo 1 £ i < n, existe g; €

K(x1,...,zy] tal que z; = g;(f1, ..., fn). Entonces
G:K"— K"

(5171; ...,l’n) = (91(‘%)7 7971(‘%))

es el morfismo inverso de F.

2. Si F: K™ — K™ es un isomorfismo con inversa G definida por unos gs, las fun-
ciones polinomiales ¢;(f1(X1, ..., Xn), ..., fn(X1,..., X)) — X; Tienen a K™ como

su conjunto de ceros. Por el teorema de los ceros de Hilbert son la funcién cero asi

K[fla afn] = K[xl, 7xn]



§2.2 18

Proposicion 2.6. Supongamos que la conjetura de Keller se cumple para C. Si F :
K™ — K™ como antes y K es algebraicamente cerrado de caracteristica cero, entonces

F' es inyectivo.

Demostracion.

1. Sea Ky el subcampo de K generado por los coeficientes de F; entonces
trad(Ko/Q) < Yo y por esto existen subcampo Ko de C y un isomorfismo ¢ :
Ky — Ko isomorfismo. Restringiendo F' a Ky, la puedo ver como funcién de
K§ en K[ y alli sigue cumpliendo que Det(J(F')) € K. Ahora extendiendo ¢ de
manera natural entre Koz, ..., x,] y Ko[xl, wety Tp]; o transforma a F' = (f1, ..., fn)
en F = (fi,...., fn), donde fi = o(f;) y F := o(F). Ahora f; € Clzy,...,xp] y
Det(J(F)) = ¢(Det(J(F))) € Ki C C*, entonces dado que estamos suponiendo

que en C se cumple la conjetura de Keller, C[fl, e fn] = Clz1, ..., y]. Por tanto

existe G : C" — C", inversa polinomial para F.

2. Sea K9 un campo algebraicamente cerrado, K C Ko y trad(Ky/K) > trad(C/Q).

Sea K el subcampo de C generado Ko y los coeficientes de G

g0_1:K0—>K0 con f(gg@ KOQKQ

Dado que K> tiene suficiente grado de transcendencia, ! puede ser extendido
a un isomorfismo ¥ : C — Ks. Si Ky := ¢(K1), entonces Ky C Ky C Ks.
Ahora extendiendo a ¢ de manera natural entre Clzy, ..., z,] y ¥(C)[z1, ..., xn], ¥

transforma a G = (g1, gn) en G := (g1, ..., gn), donde g; = ¢¥(g;) y G = w(é)

Dado esto F' : (C)" — ¢ (C)" es isomorfismo polinomial con inverso G; Co-
mo 1(C) es algebraicamente cerrado ¥(C)[f1,..., fn] = ¥(C)[x1, ..., zy], ¥ puesto
que los coeficientes de F' estan en 1(C) esto ultimo implica que Ks[f1,..., fn] =
Ks[z1, ..., zy] 1o cual es equivalente a que F' : K — KZ' es un isomorfismo, y como

K™ C K3 entonces F': K™ — K" es inyectiva.
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Capitulo 3

Morfismos Inyectivos y el caso

Complejo

3.1. Morfismos entre Variedades de igual Dimensién

3.1.1. Morfismos Jacobianos

Sea K un campo algebraicamente cerrado de caracteristica cero, y sea
F:K"— K"

un morfismo tal que

2. Det(J(F)) € K*
se dice entonces que F' cumple con la Condicidn del Jacobiano.

Conjetura 3.1. Sea K un campo algebraicamente cerrado de caracteristica cero, y sea
F:K"— K"

un morfismo que cumple la Condicion del Jacobiano. Entonces F es un isomorfismo de

variedades.
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Teorema 3.2. (Teorema Formal de la Funcion inversa) Sea F : K" — K" que cumple
la condicion del Jacobiano. Viendo a F como elemento de las series formales, F es

invertible.

Demostracion. Una demostraciéon muy sencilla de este hecho puede ser encontrada en

[E], pg4. O

Para un morfismo F' de K” en K" | el homomorfismo de K-algebras asociado es:

F*: K[W] — K[V] F* K[y, ..., yn] — Klz1, ...y 2]

p(yh ) yn) = p(fh X3 fn)
donde V =W = K".
Lema 3.3. Si F' cumple la condicion del Jacobiano entonces F* es inyectivo.

Demostracion. Sip(yi,...,yn) € Ker(F*) es porque p(fi, ..., fn) = 0. Sea p un polinomio
tal que p(fi,..., fn) = 0. Se probara por induccién en el grado de p que el polinomio es
idénticamente nulo. Como F(0) = 0, p(0,...,0) = 0, y como po F : K" — K es la funcién

cero, su derivada es cero:

D(po F) = D(p)(F) - J(F) = (0, ..., 0). (3.1)

D(p) es el gradiente de p y en cada componente tiene un polinomio de grado menor que el
de p, gracias a que J(F) es invertible por hipotesis inductiva cada uno de estos polinomios
es idénticamente nulo, y ya que estamos en caracteristica cero p es un polinomio constante
que se anula en cero, es decir p = 0.

O

Corolario 3.4. Si F' cumple la condicion del Jacobiano entonces los flls son algebraica-

mente independientes sobre K.
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3.1.2. Morfismos Finitos y Morfismos Dominantes

Lema 3.5. Si F: V — W es un morfismo de K-variedades, entonces F* es inyectivo

< F*(V) es denso en W; es decir, F' es dominante.

Demostracion. Supongamos F' dominante.
Sea g € K[W] tal que F*(9) =0 = gof=0 g=0en F(V);como F(V) es denso
en W y g es continuo entonces g =0 en W.

Supongamos que F(V') no es denso C' = F(V') es un cerrado propio entonces existe g no

cero en K[W] tal que g(C) =0 F*(g) =0, por tanto F* no es inyectiva O

Corolario 3.6. Si F' : K" — K" cumple la condicion del Jacobiano es un morfismo

dominante.

Proposicion 3.7. Sea F : V. — W un morfismo de variedades algebraicas tal que K[V]

es un F*(K[W])-mddulo finitamente generado, entonces:
1. F es finito a uno.

2. SiVi CV esun cerrado, entonces F(V1) es cerrado de la misma dimension.

Demostracion. Cambiando V por Vi y W por F(V1), F : Vi — F(V1) es denso; asi
F*: K[F(V})] — K[V4] es inyectivo. Entonces lo tnico que debemos mostrar es que F
es sobreyectivo y que V' y W tienen la misma dimension.

Tenemos:

K[W] 25 K[V]

y K[V] finitamente generado sobre K[W], por tanto es una extension integral, entonces
por el teorema 1.7, pagina 7, dim(K[W]) = dim(K[V]) y por tanto dim(V') = dim(W).
Ahora un punto P € W corresponde a un ideal maximal M, de K[W] y por 1.12 éste
es la restriccion por F* de algin maximal de K[V], es decir un ¢ tal que ¢ € V, asi
F(q) =py F es sobre. Sea p € V, dim(p) = 0, entonces dim(F*(p)) = 0 y por tanto
F~Y(p) es finito. O
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Corolario 3.8. Sea F' : K" — K" morfismo polinomial. St F*(Kly1, ..., y2]) = K[f1, ..., fn]
hace que K[z, ..., zy] sea un K[f1, ..., fn]-mddulo finitamente generado, entonces F' es so-

breyectivo y finito a uno.

Demostracion. Por el lema anterior, si K[x1, ..., z,,] es un K[f1, ..., f]-modulo finitamente
generado, F' es finito a uno y manda cerrados en cerrados. Pero ya que F' es dominante,

tenemos que F' es sobre. O

Proposicion 3.9. F como antes, si K[x1, ..., 2,] es integral sobre K[f1, ..., fn], entonces

Klz1,...,xn] es un K[f1, ..., fn]-mddulo finitamente generado.

Demostracion. Inmediato del hecho que K[f1, ..., fu][Z1, ..., Tm] = K[z1, ..oy T4 O

Definicion 3.10. Sean V, W dos variedades irreducibles de igual dimension y F' :
V' — W un morfismo dominante, entonces F* : K[W] — K[V] es un morfismo
inyectivo de K-algebras. Si identificamos a K[W] con su imagen por F* tenemos que
K[W] C K[V] y entonces K(W) C K(V). Ya que trad(K(V)/K) = trad(K(W)/K) la
extension K(W) C K(V) es algebraica y dado que ambas son K-algebras finitamente
generadas la extension es finita. El indice d = [K(W) : K(V)] de esta extension es

llamado el grado de F'.

Teorema 3.11. Sea K un campo algebraicamente cerrado de caracteristica cero y sean
V, W K-variedades algebraicas de igual dimension si F : V. — W es un morfismo
dominante, entonces existe U abierto no vacio de W tal que |F~1(P)| = [K(V) : K(W)]

para toda P € U.

Demostracion. Ver [Sha| o [MI]. O

3.2. Morfismos Inyectivos

Teorema 3.12. Sea V C K" una K-variedad y ¢ : V — V un morfismo inyectivo,

entonces p es sobreyectivo.

Demostracion. Sean V = Zx(f1, fa, -, fm), [fi € K[z, ..., 2] := K[Z].
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¢ es inyectiva si y solo si para todo (a,b) € V x V

g1(a) — g1(b) = ga(a) — g2(b)... = gn(a) — gn(b) =0

implica que @ = b, donde © = [g1, ..., gn].

Sea I el ideal de K[x1, ..., Zn, Y1, ..., Yn] := K[z, y] generado por

@) Fn@)s F1 (D), s Frn(3), 91(E) — 915 s 90(2) — 90(D)

yJ=(x1 —y1,22 — Y2y ey T, — Yn)-

¢ es inyectiva si y solo si Zg(I) C Zg(J) que por el teorema de los ceros ocurre si

y so6lo si VI D) V.

Ahora si VI 2O VJ, VI D J, entonces para cada i € (1,...,n) existe m; € N tal

que (x; —y;)™ € I; si m = Max{m;}, tenemos que (x; —y;)"™ € I para cada i, asi
(2

para cada i existen a;j, bij, ¢;j en C[Z, ] tales que

m:Zaij(gj(a_:) +Z z]f] -i' +Z ngf] (3'2)
j=1 j=1 J=1

Por tanto si ¢ es inyectiva se cumple la ecuacion(3.1). Pero si se cumple, claramente

es inyectiva.

Si ¢ no fuera sobreyectiva existiria ¢ € V' tal que

I. = <gl(j) - Cl?QQ(f) — C2, ~~agn(j) - cn;fl(j)v ) fm(j» c K[x]

no tiene ceros en K”. De nuevo por el teorema de los ceros I. = K[z], asi que

existen p; € K[z] tales que

1= pilg; — )+ >_4fs (3.3)
j=1 j=1
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Sia € V entonces (g1(a), g2(a), ..., gn(a)) € V; equivalentemente: a € Zg ({f1(Z), ..., fm(Z)) =

I entonces a € Zx((f1(91(Z), ..., gn(Z)), .., fm(91(Z), ..., gn(Z))) = J), que igual que

en (3.2) es equivalente a que existen N € N, y P; ; € K[z] tales que

[fi(91(@), s gn@NIY = Y Pijf(2)- (3-4)
j=1
Vie(1,...,m)

Sicq,...,cs es el conjunto de numeros complejos que aparece como coeficientes de los
polinomios en las ecuaciones (3.2),(3.3),(3.4), se define A = Z[cy, ..., ¢s] minimo anillo

contenido en K que contiene a Z y a los ¢;.
Afirmacion 3.13. Eziste M, ideal Mazimal de A tal que |A/M| < No.

Supongamos la afirmacion (3.13). Si k = A/M vy si definimos Vi = (z € k" |fi(z) =
0, ..., fm(x) = 0) el conjunto de ceros en k", de las clases de los polinomios que definfan

a V (tiene sentido ya que fi(Z) € A[z]) Vi es una k-variedad. Si se restringe ¢ a Vi

donde ¢ := [g1, g2, ..., gn] que esta bien definido ya que g; € A[z].
Pasando la ecuacion (3.4) a k[z], indican que ¢ (Vg) C Vi; las ecuaciones (3.2),(3.3)
vistas en k[Z, y] y k[Z] respectivamente, indican que ¢ es inyectiva pero no es sobre, lo

cual es una contradiccion, ya que Vi es un limite directo de conjuntos finitos.

Para ver la afirmacion como A = Z[ey, ..., ¢s] es un cociente de Z[z1, ..., z4]; es suficiente

ver que para todo M Maximal en Z[x1, ..., z4], se tiene que Z[z1, ..., zs] /M es finito. [

Lema 3.14. Sea M ideal Mazimal de Z[x1, ..., xs] entonces Z N M # 0.

Demostracion. Supongamos que M NZ = 0, entonces podemos suponer que Z esta inclu-

ido en Z[xq, ..., x5 /M. Si llamamos a1, ..., as las clases de z1, ..., z; modulo M entonces
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el cociente es Z[ai, ..., as] = Qla, ..., as), que al ser campo es igual a Q(ay, ..., as). Por
el teorema de los ceros de Hilbert ag, a9, ..., as son algebraicos sobre Q; por tanto existen
polinomios P;(x) € Z[z] tales que que P;(c;) = 0. Si g; es el coeficiente lider de cada P;
tenemos entonces que Z[ay, ..., as] es una extension entera de Z[1/qy, ..., 1/qs] por tanto
de igual dimension. Dado que Z[ay, ..., o] €s campo y Z[1/p1, ..., 1/ps] no lo es tenemos

una contradiccion. O

Corolario 3.15. Para todo M ideal Mazimal de Z[x1, ..., 4] se tiene que |Z]x1, ..., zs] /M| <

Ng.

Demostracion. M N'Z = (p) para p primo. Si fi,..., fn € Z[z1,...,xs] genera a M,

tomando sus reducciones Modulo p,

Lxy, .., xs| /M = Lyp[xy, ...y xs] [(f1s s [n)

que es un campo. De nuevo por el teorema de los ceros De Hilbert este ultimo es de la

forma Zy[a, ..., as], donde cada «; es algebraico sobre Z, O

Teorema 3.16. Sea G : K" — K" polinomial e inyectivo entonces G es un automor-

fismo polinomial.

Demostracion. Como es inyectivo entonces es sobre y por tanto dominante, luego

~

G :Klzy,...,xn] — Clxy, ..., xy)

es inyectivo. Ahora G(K[:pl, ey Zn)]) = K[g1, ..., gn] y por dimensiones tenemos entonces
que K([z1,...,xy) es algebraico sobre K(gi,...,gn). Si d = [K(z1,...,zy) : K(g1, ..., gn)].
Por 3.11 existe U C K" denso tal que para toda a € U se tiene |G~!(a)| = d, pero como
G es inyectivo d = 1 y K(z1,...,x,) := K(g1,...,9n). Por tanto para toda i = 1,...,n

existen h;, f; € C[y] primos relativos tales que

v = fi(g1, s 9n)/hig1; s Gn)-

Si h; ¢ K existe (b%,...,b,) € K" tal que hi(b,...,b%) = 0, como G es sobre existe

(ai,...,al) € K" tal que G(at,...,a) = (b%,...,b%). Como ;h;(bi,...,bL) = f;(b%,...,b%),



§3.2 27

tenemos que Zg(h;) C Zg(f;). Por el teorema de los ceros existe m tal que f/™ = h;q;
para ¢; € K[y], lo cual es una contradiccion ya que h;, f; son primos relativos. Por lo

tanto z; € K[gy, ..., gn] para toda i, luego

Klg1, ...y gn] = Klz1, ..oy 2y
O

Corolario 3.17. Si la conjetura de Keller es vdlida en el caso complejo, entonces el

caso general también es vdlido
Demostracion. El resultado se sigue de 2.6, pagina 18 y de 3.16. O

Proposicion 3.18. Sea F' : K*" — K" que cumple la condicion del Jacobiano. Si el
grado de F (mdximo grado de sus componentes) es menor o igual a 2. Entonces F' es

invertible.

Demostracion. Por 2.6 es suficiente probar que F' es inyectiva. Supongamos que F'(z) =
F(y), para algunos z,y € K", = # y. Podemos asumir que y = 0, por medio de las

siguientes sustituciones:

1. F(X)=F(X +z) - F(x).

ro
ISH

=x—y.

Ahora si escribimos a F' = F} + F5 como suma de componentes homogéneas, para todo
t € K tenemos que,

F(xt) = tF(z) + t*Fy(x).

Derivando esta ecuacién respecto a t
Fi(z) + 2tFy(x) = JF (tx) - x,

evaluando en t = % obtenemos una contradiccion.



Capitulo 4

Las Derivadas

Por lo que se a encontrado hasta este punto, el problema de Keller es una pregunta
sobre derivadas en el anillo A = Clxy, ..., x,]. Por esto el camino mas natural a seguir
es estudiar anillos donde existan operadores con propiedades semejantes a las derivadas
usuales sobre A. Donde, alguna propiedad semejante podria ser que todo elemento se

vuelve cero al derivarlo cierto namero de veces, o que se cumpla la regla de Leibniz.

Definiciéon 4.1. Si A es una R-algebra via un morfismo ¢ : R — A una funcién
elemento d de Homp(A, A) (Homomorfismos de R-algebras) es una R-derivacion si

satisface:

1. d(fg) = fd(g) + gd(f)

Para todos f,g en A

2. do¢p=0

Por induccién facilmente se ve que dada una derivacién d, para todo n y para cada par

f, g se tiene que:

P(F9) = Y gy (O )
k=0

(donde d* es composicion k-veces).
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Ejemplo: A = R[z1,...,x,] d:= d; derivada parcial usual es una R-derivacidn.
El conjunto de todas las R-derivaciones sobre A sera notado por Derg(A). Si d,d

pertenecen a Derg(A) es facil ver entonces que el corchete de Lie
[d,d] :=dd —dd

estd también en Derg(A).

Derg(A) es naturalmente un A-modulo.

Lema 4.2. Si X es un conjunto generador para una R-dlgebra A y d € Derg(A).

Entonces d estd completamente determinada por sus valores sobre X.

Proposicién 4.3. A = R[X1, ..., X,,] entonces DergrR[X] es un R[X]-mddulo libre con
base {dy,...,dn}

Demostracion.

1. Sead € DerrR[X]. Definamos d’' := d—>_ d(X;)d; entonces d'(X;) = 0 para cada

i; asi Por el lema anterior &' = Y"1, d(X;)d;

2. Si > I, a;d; =0donde a; € R[X], aplicando esta derivacién a cada X; obtenemos

que a; = 0 para todo j.
O

Proposicion 4.4. Sea A un dominio y d € DergA; dado S C A multiplicativo, eriste

una tinica derivacion d sobre STYA que extiende a d

Demostracion. 1. Existencia:
Definase d : S™1A — S~1A como

sd(a) — ad(s)

52

d(a/s) ==

a) Veamos que d esta bien definida.

b
Si %ZZ existe A €S tal que Aat = Abs.
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Aplicando la derivacion d a la ecuaciéon obtenemos

d(N)at + Atd(a) + Aad(t) = d(A)bs + Asd(b) + Abd(s).
Multiplicando por Ast obtenemos
Nt2sd(a) + N stad(t) = N2s>td(b) + \2stbd(s)
Nt2sd(a) + N2s%bd(t) = N2s°td(b) + N*t2ad(s)

N[t (sd(a) — ad(s))] = N?[s(td(b) — bd(t))].

Dado que A% € S entonces a?(%) = CZ(%) Claramente d extiende a d

b) d es derivacion.

b-a —asb  bsdla)—bad(s) atd(b)— abd(t)
td(s)+sd(t)_ ts? - st?
tbsd(a) — tbad(s) + satd(b) — sabd(t)
- 522
satd(b) + stbd(a) — absd(t) — abtd(s)
B s2t2
std(ab) — abd(st)
- s2t?
sab
=Gy

2. Unicidad:

Ahora, sea d’ una derivacién sobre S~'A que extiende a d, entonces

d'(a) 1
d @y _ ¢\a) d(=
() o tad(5)
1 1
0=d(1)=d>==d d(L
(1) =d'~ = ~d(s) +5d(2)
es decir d/(%) = _812 d/(3)7 por tanto’ d/(%) — d/ga) _ 82(;(5) — Sd(a)s_gad(s)

O

Proposicion 4.5. Sea K un campo de caracteristicas cero, K C I una ezxtension de
campos de dimension finita y d una derivacion sobre K. Entonces d puede extenderse de

manera 1unica a una derivacion d sobre L.
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Demostracion. L = K|a] para algiin « algebraico sobre K, como {1,¢,...,a" 1} es una
base para K[a] sobre K, para algun n, es suficiente conocer el valor de J(oz). Ahora, si
a™ 4+ ap_1a™ 1 .., +ag =0, donde X" + a,_1 X" 4+, ..., ap es el polinomio minimal de

a sobre K, por las leyes de derivacién J(a) debe ser:

[d(an—1)a™ ! +d(an_2)a™ 2+ ... + d(ap)]
[na" 1 +a,_1(n—1Da" 2+ .. +a,]

4.0.1. Nicleo de una Derivacién

Sea A un dominio de caracteristica cero y d : A — A una derivaciéon sobre A. Se
denota por A% el ntcleo de d. Se puede ver facilmente que A? es un sub-anillo de A
(respectivamente un sub-campo de A, en el caso que A es campo), esta sub-estructura

se llama el conjunto de constantes.

Lema 4.6. Si A es un dominio tal que Q C A, entonces A? es integramente cerrado en

A.

Demostracion. Sea a € A tal que a es integral sobre A%, Existen entonces c, ..., ¢,—1 €

A% tal que a”+a" lep_1+, ..., +co = 0 tomando el n-minimal y aplicando d, obtenemos
[na" ' + (n —1)cp_1a" %+, ..., +c1]d(a) = 0

Dada la escogencia de n, d(a) = 0. O

4.1. Derivaciones localmente Nilpotentes

De acé en adelante R siempre serd una Q-algebra.

Definicion 4.7. Dada una R-algebra A, un elemento d de Derr(A) se dice localmente

nilpotente si para todo a € A existe n entero positivo tal que d"(a) = 0.
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4.1.1. Exponencial de una derivacién localmente nilpotente

Dada d € Dergr(A) localmente nilpotente, podemos extender d a d un elemento de

Derp(A[X]) definiendo d(X) = 0 y dado ésto definimos

exp(d) : A[X] — A[X]

= d"(9) n
gHZ — X",
n=0

exp(d) esta bien definido ya que d es localmente nilpotente.
Proposicion 4.8. exp(d) es un elemento de HOMp(A[X]).

Demostracion. Claramente es R-lineal

Note que para todo n: exp(d)(X™) = X™. Ahora, definimos
exp®(d) : A[X] — A[X]
— A" (g)(-D)"
g ZO . X

Lema 4.9. Si p = exp(d) y ¢ = exp*(d), entonces 1) o p(a) = ¢ op(a) = a, Para todo
a€ A

di+l(q?(—1)i

Demostracion. Dado a € A el coeficiente de X* en v(d(a)) es , que es el

coeficiente de X* de d(v)(a)), es decir d y 1 conmutan; de igual forma lo hacen d y ¢ por
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tanto para todo a € A o p(a) = ¢ o1(a). Ahora, si n es el minimo entero positivo

tal que d"(a) # 0

=0
=S pldi (@)
1=0
=S (@ @)1 A
== gl
B n n (_Dkfz’Xk
- i_o[;dk(a) CER

Ahora sea [ fijo, v <1 <n. Sii <, en cada término de la suma grande el coeficiente de
X' es

d(a)(-1)"
(I — i)kl

Por tanto la doble sumatoria es igual a

O
Corolario 4.10. ¢ : A[X] — A[X] es un automorfismo con inverso 1.
Demostracion. Sea ag + a1 X+, ..., +a, X™ € A[X]
¢(a0 + CL1X—|—, ey +CLme) = 1/’(%) + w(al)X_‘_a sy +w(am)Xm Yy
p((ao + ar X+, . +amX™)) = o(¥(ao)) + ¢(¢(a1)) X+, ., (P (am)) X™ =
ag+ a1 X+, ..., +a, X™. OJ

dado por ¢, :=1I, 0 ¢
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4.1.2. Derivaciones Localmente nilpotentes y anillos de Polinomios

Para cada a € A se define
I, : A[X] — A[X]
g+ g(a)

Y ¢a + A[X] — A[X]

Lema 4.11. Sea d una derivacion localmente nilpotente sobre A y s un elemento arbi-

trario de A; se tiene entonces que para cada a en A:

=Y ¢ sldi(@)’
=0

Demostracion. Dado a € A. Entonces ¢(a) € A[X]
00 i
a=1(p(@) = 3 v(d(@)
=0
aplicando II; y notando que II4(a) = a y II5 0 ¢ = ¢_4 se obtiene el resultado. O
Definicién 4.12. Un elemento s € A se llama corte para d si d(s) =1

Afirmacion 4.13. Un corte s para d siempre es trascendente sobre A

Demostracion. Supongamos que Zf\il a1s' =0 con a; € Ay N minimo. Aplicando d se

puede ver que cada a; = 0. O

Teorema 4.14. Sea d una derivacion localmente nilpotente sobre A y s € A un corte

para d. Entonces A = A%s] yd = d% sobre A.
Demostracion. Sea a € A

dps(a) = d(> S ) di(a)st) =

7!

S @4 @)t + difa)d(si))] =

7!

Z (_Z_!l)l(diﬂ(a)si +idi(a)s1) =0

Por tanto ¢_s(a) € A%, para todo a € A. Entonces por el lema anterior todo elemento

de A es un polinomio en s con coeficientes en A O
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Dada una derivacion localmente nilpotente sobre A, si d # 0 entonces existe a € A tal

que d(a) # 0. Sea n el minimo entero positivo tal que d"*1(a) = 0 y sea p = d" *(a),

entonces ¢ = d(p) # 0y d?(p) = 0 (¢ € AY). El elemento p es llamado un pre-corte para,

d.

Sea A := Alq™1] entonces la derivacion d puede ser extendida de manera tnica d :

A — A que seguiremos llamando igual por comodidad, y esta nueva d es localmente
P

nilpotente sobre A. Ahora, s = ; s un corte para d sobre A. Por las construcciones

hechas es sencillo verificar que

At = Afg (4.1)
Por tanto de 4.14 obtenemos que
A= A%gs (4.2)

v d es % sobre A.

Dado que ¢ € A% y que Q(A) = Q(A) tenemos que
Q(A) = Q(AY)(s) (4.3)

con s trascendente sobre Q(A).

Note que A NQ(A%) = A¢

Teorema 4.15. Sea A una C-dlgebra y A C B extension integral. Si d es una derivacion
sobre B tal que d(A) C A y su restriccion sobre A tiene anillo de constantes C, y ademds

es localmente nilpotente, entonces d es localmente nilpotente sobre B.

Demostracion.

Si d = 0 sobre A no hay nada que probar.

1. Se notara d también a la restriccion a A. Como A% es campo, en este caso tenemos
que A = A asi, por 4.2 obtenemos que A = C[X] con X trascendente sobre C y

d= % sobre A.
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2. Sea b € B. Como b es integro sobre C[X], es algebraico sobre C(X), derivando la
ecuacion que verifica esto tltimo es facil ver que d(b) € C(X,b) y tambien d’(b)

para todo ¢ entero positivo.

By := C[X][b, d(b),d*(b)...]

Si C es la clausura integral de C[X] en C(X,b) como [C(X,b) : C(X)] es finito y
C[X] es Noetheriano, C es un C[X|-modulo finitamente generado, por tanto By,

también lo es.

Ahora, es suficiente ver que d es localmente nilpotente sobre By, cuyo campo de
cocientes C(X,b) es extension finita de C(X). Lo anterior es una consecuencia

inmediata de la siguiente proposicién tomando B = By y L = C(X,b).
O

Proposicion 4.16. Dada una extension de campos finita C(X) C L y un subanillo B
de L tal que C[X] C B, sea d la tinica extension de ;% a L y supongamos que d(B) C B.

Si B es un C[X]-mddulo finitamente generado entonces B = C[X].

Demostracion. Sea b € B, como B es finito sobre C[X], b debe satisfacer una ecuacion
diferencial de la forma

dn dn—l
(b) + an—l(X)m

X (b)+, ..., +ao(X)b=0

Se sabe por la teoria de ecuaciones diferenciales lineales en una variable compleja, que
b es analitica donde los a;(X) son analiticos, pero a;(X) € C[X] por tanto b es una
funcion entera y algebraica sobre C(X), y esto tltimo implica que b es un polinomio.

ver [E1]. O

C*y F(0) = 0, podemos definir las derivaciones (-2 #) en términos de (-2

Dados elementos f1, fo, ..., fn, en C[z1, ..., x,] tales que F = (f1, ..., fn) cumple Det(JF) €
L)
AR Tor - I

Gracias a la regla de la cadena tenemos:

dfv d alfQiJr dfp, d _ d

= 44
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esto para todo 1 < ¢ < n. Ahora estas ecuaciones son equivalentes a

d d d d
— e, — ) JE = (—, ..., —
df17 ’ dfn) <d{L'1’ ’ da:n)

y dado que JF es invertible

(

d d d d

_ -1
(%, vy df—n) = (d—xl, ey E)(JF)

, d L d
que d& cada ar en términos de los oy

Proposicion 4.17. Dada F = (fi,..., fn) con f; € Clz1,...,xy] y det(JF) € C*. En-

tonces C[f1, ..., fn] = Clx1, ..., x5 si y sdlo si % es localmente nilpotente para cada i.

Demostracion. Si C[f1, ..., fn] = C[x1, ..., zy], es obvio.

Ahora, sea g € C[xy, ..., 2,]. Como % es localmente nilpotente (%)mig = 0 para al-

3

gln m; entero positivo.  Por 3.2 puedo suponer que g € (C[[fl, ey fn]] pero dado que

(%)mig =0, el grado de g en F; es menor que m; — 1, asi g € C[f1, ..., fn]- O

Teorema 4.18. Dado F = [f1,..., fu] € Clz1, ..., 2,]" tal que det(JF) € C*, entonces

las siguientes son equivalentes:

1. Clz1,...,xzn) =C[f1,..., fal.

2. Clfi,...; fu] CClz1,..., ] es extension entera.

Demostracion. Obviamente 1) implica 2).
Ahora, cada % es claramente nilpotente sobre C[f1, ..., f]. Por (4.15), pagina 35, cada%

es localmente nilpotente y asi el resultado se sigue de la proposiciéon anterior. O

Lema 4.19. Sean A C B dominios enteros de caracteristica cero, con campos de co-

cientes Q(A) y Q(B), tales que:
» Q(B): Q(A) es una extension de Galois finita.
= BNQ(A) = A.

Sea d una derwacion sobre Q(B) tal que d(Q(A)) C Q(A) y d(B) C B. Si B es inte-

gralmente cerrado, entonces d(C) C C donde C' es la clausura integral de A en Q(B).
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Demostracion.

1. Sea G := Gal(Q(B)/Q(A)) y g € G. Dado que d(Q(A4)) C Q(A), la derivacion

1

gdg~" coincide con la derivacion d sobre Q(A) y asi por 4.5 gd = dg para todo g

en G.
2. Sea g € G es claro que g(C) C C.
3. Dado que B es integralmente cerrado C' C B.
4. Sea g € G entonces gd(C) = dg(C) C d(C) C d(B) C B.

5. Seace C,ysea P(X) :=[[,cq(X — g(d(c))). Dado que los coeficientes de P(X)
son invariantes por G, tenemos que P(X) € Q(A)[X]. Mas aun de 4) obtenemos
que P(X) € B[X], entonces P(X) € Q(A)[X] N B[X] = A[X]. Dado que d(c) es

un cero de P(X), que es monico d(c) € C, como ¢ era arbitrario d(C) C C.



Capitulo 5

Condicion del Jacobiano en el

contexto Algebraico

5.1. Ramificacion

Definicion 5.1. Sea A C B una extensiéon de anillos; la extension se dice No Ramificada

si para cada ¢, ideal primo de B, se tienen las siguientes propiedades:

3. La extension de campos reciduales es separable.

5.1.1. Ramificacién en maximales

Definicion 5.2. Dados A, B como en la definicién anterior, la extension se dice No
Ramificada para Mazimales, si las condiciones anteriores solo se exigen para ¢ maximal

de B.

Proposicion 5.3. Sea B = Clxy,...,xn] y A=C[f1,..., fn] con fi € By F = (f1,..., fn)

que cumplen la hipdtesis Jacobiana. Entonces A C B es No Ramificada para Maximales.
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Demostracion.

1. Sea M € Max(B). Existe (ay, ...

gi \— fi(xl, ,l’n) — fi(al,

,ap) claramente g;(a, ...

40

,an) € C" tal que M = (x1 — ay, ..., x2 — ag). Si

,ap) = 0. Asi, por el teorema

de los ceros de Hilbert cada f; € M; por tanto (g1,...,gn) = N C AN M. Pero

dado que N es Maximal de A obtenemos que N = AN M.

2. By /(M) = An/(N) = C. Por tanto lo unico a verificar es que (N)By; = (M)Byy.

Por simplicidad los llamaremos Njs y M), respectivamente.

Tomando la expansion de Taylor de cada f; alrededor del punto (aq, ...

€mos

filzy, . zn) —  filag,...,an) 1 ay
J(F)(a)
fo(@1,cxn) —  folat,...,ap) T an,
moédulo M?2. Localizando en M obtenemos
filwy, ) —  filar, ..., an) x1 ap
J(F)(a)
fa(z1,.yxn) —  folat,...,an) Tn an

, ap,) Obten-

modulo M3,. Dado que {z1 — ay, ..., ¥, — a,} forma una base de C-espacio vecto-
rial para My /My, y como J(F)(a) € GLy(C), {f1(2) = fi(a), ..., fu(Z) — fu(@)}
también es un base para este espacio vectorial. Asi por (el Lema de Nakayama

[AM]), {f1(2) — f1(@), ..., fu(Z) — fu(a@)} genera Mys; es decir, Nay = M.
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Lema 5.4. Si B = Clzy,...,xs), A = C[f1,..., fu] con f; € Clxy,...,2n] y A C B es No

Ramificada para Mazimales, F' cumple la hipdtesis Jacobiana.

Demostracion. Dado que C es algebraicamente cerrado es suficiente ver que det(JF(a)) €
C* para todo @ € C". Sea a@ = (a1, ..., a,) elemento de C". Como en la demostracion de

la proposicién anterior,

fl(f) - fl(a) 1 — m

fn(i‘) - fn(a) Tn — Gn

moédulo Mﬁ Que la extension No Ramifique para Maximales implica que las dos tuplas
forman una base para My, /M3, v la igualdad Matricial sélo dice que JF(a) es la matriz

de cambio de base, por tanto invertible. Dado que @ es arbitrario se tiene el resultado. [
5.1.2. Condiciones totalmente Algebraicas

Teorema 5.5. Si B = Clzy,...,x,], A= C[f1,..., fn] con f; € B, entonces A C B es
No Ramificada para Mazimales si y solo si es No Ramificada.

Demostracion. Sea q € Spec(B)

1. Dado que B es de Jacobson

q= m M donde cada M € Maz(B).

Notese que si ¢ € M entonces By C B, mas ain

B, = U By donde cada N € Max(B).
N2gq
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Ahora, (¢N A)B, = (¢N A) Uy-,Bn pero,

(gnA4) J By 2 |J(@n4)By

N2gq N2gq
Una)By=J([) AnM)By
NDgq N2g M2q

= J () @nM)By.
NDq MDgq

Sean M, N elementos diferentes de Max(B). Por lo visto anteriormente, A N M
y AN N son elementos de Max(A); por tanto, si no ocurriera que AN M C N
se tendria que (AN M)By = By. St ANM C N entonces por maximalidad

(ANM)By = (AN N)By. Dado el razonamiento anterior tenemos que

() (ANM)By = (AN N)By = (N)Buy,
MDq

ya que la extensiéon es no ramificada para maximales. En conclusion obtuvimos

(¢n A)B; 2 | J (V)By. (5.1)
N2gq

Ahora, (q)Bq = (g) Ups>, Bm que claramente contiene a (Jy5,(q) By Sea A €

(q) UMQq By entonces A = Z;n:lg—j donde para cada j, f; € ¢ y cada g; ¢ M,
donde M; es un elemento de Max(B) tal que ¢ C Mj. Si g es el minimo comun

multiplo de los gé-s, A= % donde h € g. Es facil ver que existe M € Max(B) con

q € M tal que g ¢ M, de no ser asi, g € ¢ lo que contradice que A\ € (g)By; por

tanto A € (¢)Bys. Ahora,

(@)Bs = | (@) Bu

MDq

= J(N MM

MD2q N2g

= J N {N)Bu.

M>2q N2g

Si N # M, (N)By = By y por tanto
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y asi,

que por (5.1) equivale a

(0)Bq € (¢N A)By

lo cual evidentemente significa que

{(ANq)By = {4) By

Sea p = AN q. Verificar que la extension B,/(q) : A,/(p) es finita es veri-
ficar que la extension Q(B/q) : Q(A/p) es finita; lo cual a su vez es equiva-
lente a verificar que tradc(Q(B/q)) = tradc(Q(A/p)), equivalente a verificar que
dim(B/q) = dim(A/p).

» Sea C la clausura integral de A en B. Dado que dim(A) = dim(B) y que
ambas son C-algebras finitamente generadas Q(B) : Q(A), es una extension
finita, en particular algebraica, de donde facilmente se deduce que Q(B) =
Q(C).

= Ahora p; := ¢NC es un ideal primo en C'y P = pyNC. Dado que la extension
A C C es integral es facil ver que A/p C C/p; todavia es integral, de donde
se deduce que Q(C/p1) es algebraico sobre Q(A/p).

» Ahora, C C B C Q(C) = Q(A) por lo tanto, B se obtiene de C' adjuntando
elementos de Q(C) del tipo o, c1, g € C'y no tienen factores en comin,ya
que B es D.F.U. Como B es dominio todos los denominadores forman un

subconjunto multiplicativo de C' y a su vez de B. Si S es este conjunto,

entonces C C B C S7'B = S71C y ¢ es un ideal tal que ¢ NS = @,
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ya que si no fuera no fuera asi ¢ no seria propio en B. De lo anterior se
deduce que ¢ proviene de un ideal primo S~'¢ de S~!B. Entonces C/p; C
B/qC S7'B/S71q¢=S5"1C/S71G, donde S71GN C = ¢, y por consiguiente
S~1§NC = p; de donde G = p;.

» Es facil ver que Q(S~1C/S71§) = Q(S~'C/S~1P), entonces Q(B/q) =
Q(C/p1) que es extension finita de Q(A/p).

O]

Corolario 5.6. Dados B = Clx1,...,x,|, A= C[f1,.... ful, F' = (f1, ..., fn) y det(JF) €

C*. Entonces para todo q € Spec(B), si p= AN q se tiene ht(p) = ht(q).

Demostracion. Por el teorema anterior la extension es no ramificada, entonces
dim(A/p) = dim(B/q)

o equivalentemente

dim(A) — ht(p) = dim(B) — ht(q)
es decir, n — ht(p) = n — ht(q). O

Lema 5.7. Sea R un dominio de factorizacion inica y sean f,g elementos de R no

unidades y no cero. Entonces las siguientes son equivalentes:
1. f,g no son primos relativos
2. Emiste p € Spec(R) tal que (f,g9) Cp y ht(p) = 1.

Demostracion. Si f, g no son primos relativos existe m € R irreducible tal que (f,g) C

(m), claramente ht((r)) = 1. Supongamos que existe p € Spec(R) tal que ht(p) =1y

Qn
n

(f,g) C P, veamos que P es principal. Sea m € p\ 0, como R es D.F.U., x = n{"..w
donde cada m; es irreducible, como p es primo existe m; tal que m; C p = (m;) C P como

ht(p) =1 = (m) = p. O

Lema 5.8. Sean B = Clzy,...,zy], A = Clf1,..., ful, F = (f1,..., fn) y Det(JF) € C*.
Entonces Q(A) N B = A.



§5.1 45

Demostracion. Sean h,g elementos de A primos relativos con g no cero. Si Z € B;
entonces existe r € B tal que h = rg es decir, g divide a A y por lo tanto en B no
son primos relativos; por esto existe ¢ € Spec(B) tal que h € q, g € q y ht(q) = 1. Si
p=AnNg, ht(P) =1y (h,g) C plo que contradice que h y g eran primos relativos en

A. Asi alguno debe ser unidad, pero para que g esté en B debe ser g ]

Corolario 5.9. Sean B = Clzy,...,xn), A=C[f1,.... ful, F = (f1,..., fn) y Det(JF) €
C*. 51 Q(A) = Q(B), entonces A = B.

Corolario 5.10. Sean B = C[zy,...,xy|, A= C[f1,..., ful, F = (f1,-.., fn) y Det(JF) €
C*. Si Q(B) es una estension de Galois de Q(A) entonces A = B.

Demostracion. Sean C' la clausura entera de A en Q(B), y sea D = %.
Por el lema 4.19 tenemos que %(C) C (, asi por el teorema 4.15 difi es localmente
nilpotente sobre C para toda 1 < i <n.

Entonces argumentando como en 4.17 tenemos que C' C A, es decir A = C. Dado que

Q(B) es algebraico sobre Q(A4), Q(B) = Q(C) = Q(A) por tanto A =B
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